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RESUMEN TECNICO

El presente trabajo consiste en la presentacion de una propuesta de virtualizacion del
curso MA-1005 Ecuaciones Diferenciales para Ingenieria, de la Universidad de Costa
Rica (UCR). El mismo se disefiara para aquella poblacion que ha perdido el mismo en
al menos dos oportunidad y presenta una serie de particularidades que se mostraran

luego.

Primeramente, se procede a describir el problema que motiva esta investigacion,
seguido de un ejercicio de prospectiva, que describe lo que se espera que se logre con
la puesta en practica de este trabajo. Luego, se detallan las teorias educativas que
sustentaran las actividades a proponer y realizar. Posterior a ello, viene el

establecimiento de los objetivos del proyecto, y los resultados esperados.

Después de todo lo anterior, se da paso a establecer las pautas para la evaluacion y
seguimiento del proyecto, dando inicio con el establecimiento de momentos de
evaluacion a lo largo del desarrollo del mismo, asi como de labores de seguimiento a

las labores (docente, administrativa y estudiantiles) y al cumplimiento de objetivos.

Luego, se mostrara un conjunto de indicadores de evaluacién (en cuanto a
administracion, aprendizaje y tecnologias, tutoria y material didactico respecta), el cual
antecede a la presentacion del cronograma y presupuesto del proyecto, asi como la
bibliografia.

Se sigue con lo referente al desarrollo del trabajo, en el que se presenta el nombre del
curso, junto con la seleccion de herramientas y su justificacion, la planificacion y
escritura de las clases (con varios elementos que ellas incluyen como imagenes e
hipervinculos) y se culmina esta parte mediante la muestra de capturas de pantalla de

las clases publicadas en el entorno virtual elegido para el desarrollo de esta propuesta.

Se cierra este trabajo, con la debida presentacion de las conclusiones que se han

obtenido a partir de todo el proceso que ha conllevado la elaboracién del mismo.



PROPUESTA
DEL
PROYECTO



1. PROBLEMA DE INVESTIGACION

El problema
El problema educativo planteado en este trabajo se detalla a continuacion:

Existe una cantidad creciente de alumnos de las carreras de Ingenieria Industrial e
Ingenieria Mecéanica de la Universidad de Costa Rica, empadronados en la Sede
Interuniversitaria de Alajuela que, por razones laborales, personales y/o académicas,
presentan un estancamiento en el curso MA-1005 “Ecuaciones Diferenciales para
Ingenieria”. Lo anterior se refleja en la continua matricula semestre a semestre del curso,
seguida por una constante inasistencia y, al ser un curso cuya nota esta dividida en 3
examenes parciales unicamente, el estudiante opta por abandonar la misma una vez mas y
se ve en la obligacion de matricularlo de nuevo el siguiente semestre, donde el fenébmeno

posiblemente ocurrir4 de nueva cuenta.

Justificacion de la eleccion del problema

En la actualidad, el autor de este proyecto esta préximo a impartir, por octava oportunidad
(siendo la primera en 2012 y luego, de forma continua desde el primer ciclo del 2015), el
curso MA-1005 “Ecuaciones Diferenciales para Ingenieria”. Este curso corresponde al
ultimo de aquellos denominados “cursos de servicio” de la Escuela de Matematica de la
Universidad de Costa Rica.

Con el transcurrir de la experiencia, semestre tras semestre (y como es, en cierta forma
‘normal” en los cursos de Matematica de la UCR) van surgiendo alumnos que comienzan a
rezagarse en ciertos cursos, debido (segun ellos) a la alta complejidad de sus contenidos y
al alto nivel de las evaluaciones, aunado a la evaluacion rigurosa y estrictamente sumativa
(compuesta por examenes parciales Unicamente) a la que son sometidos. Se ha observado

gue varios estudiantes muestran el siguiente patréon:

e Aparecen matriculados al inicio de cada periodo, generalmente con promedios de
matricula bajos (inferiores a 6).

e Participan en unas pocas clases iniciales, con el fin de conocer al docente y a las
‘reglas de juego del curso”, como las fechas de examenes y fuentes de material

bibliografico, principalmente.



e Desisten de las lecciones y no vuelven hasta que se da la aplicacién del | Parcial, o
bien, en algunos casos asisten a la reposicion de ésta (Prueba extraordinaria
realizada en caso de ausencia justificable segun el articulo 24 del Reglamento de
Régimen Académico Estudiantil de la UCR).

e Tras la aplicacion de la prueba supra mencionada, obtienen una nota muy baja.
Esto suele ser la mayoria de veces, el detonante que les provoca desertar. Algunos
muy ocasionalmente, permanecen en esta modalidad hasta el Il Parcial pero rara

vez hasta el final del curso.

En el recinto universitario donde se ha llevado a cabo todo este proceso de observacion del
fendmeno descrito (Sede Interuniversitaria de Alajuela), existen al menos 10 estudiantes
debidamente detectados (hasta el | Semestre del 2018) con la condicion de rezago que
presentan este comportamiento. Algunas preguntas que han surgido tras la deteccion de

este fenébmeno son:

e ¢ Qué razones les motiva a matricular el curso pero no involucrarse de lleno en él, al
punto de perderlo en reiteradas veces?

e (En qué grado, académica, emocional y hasta econémicamente (ya que existen
estudiante en esta condicibn que son becados y la beca depende de buenos
resultados en los cursos) les perjudica reprobarlo una y otra vez?

e ¢ ExistirAn motivos extracurriculares (trabajo, familia, salud, distancia, etc.) que les
impide desempefarse normalmente en el curso?

e ¢ Se habra detectado este fenémeno por parte de colegas o a nivel administrativo?

e En caso de que lo anterior haya sucedido, ¢Se ha realizado alguna propuesta para

resolver el problema?

Con el pasar del tiempo y tras indagacion propia con estudiantes cursantes de esta materia
han salido algunas razones del porqué se presenta el fendmeno. Algunas respuestas

obtenidas son:

e Motivos laborales: Los estudiantes identificados laboran (en su mayoria) para
costearse sus estudios y eso limita su asistencia a los cursos, pues éstos se

imparten usualmente en las mafianas o tardes, no en las noches. Aunado a lo



anterior, se tiene que estos estudiantes son personas cuyas edades rondan un
minimo de 23 afios y por tal razon, junto con sus estudios comparten otras
responsabilidades mayores, como manutencion propia y de familia, crianza de hijos,
entre otras.

Visitas a empresas como parte del trabajo en otros cursos: El curso MA-1005
“‘Ecuaciones Diferenciales para Ingenieria” se ubica en el cuarto semestre de las
carreras de Ingenieria Industrial e Ingenieria Mecanica. En el caso de la primera, en
el mismo periodo lectivo se lleva la materia “Ingenieria de Calidad I”, el cual segun
comentan los estudiantes, requiere de visitas semanales que en ocasiones chocan
con el horario en el que se imparten los diferentes grupos que se abren para el
curso (cuya asistencia, de acuerdo al Articulo 14.bis del Reglamento de Régimen
Académico Estudiantil de la Universidad de Costa Rica, no es obligatoria). Por tal
razén, se ausentan de las clases presenciales y eso altera, sin duda alguna, su

r "

desempeno en el mismo, pues deben “ponerse al dia” estudiando de manera
independiente. De igual manera esto sucede (en estudiantes de ambas Ingenierias)
cuando el curso se lleva paralelamente con materias de ciclos posteriores, pues las
segundas requieren también de constantes visitas o giras y con ello, se produce la
repitencia del fenébmeno de inasistencia mencionado.

Permisividad de la malla curricular: Existia (hasta hace unos semestres atras) una
especie de “portillo” que le dejaba al estudiante la posibilidad de avanzar hasta los
ultimos cursos de su plan de estudios, dejando al curso MA-1005 préacticamente
hasta el final de la carrera, pues éste no consiste en requisito para cursar ningun
otro curso mas de la malla. Sin embargo, hasta el afio 2015 (al menos a nivel de
Sede Interuniversitaria de Alajuela, recinto de la Universidad de Costa Rica donde
el autor de este proyecto se desempefia profesionalmente), se estipuld que no se
podian llevar materias que estuviesen como maximo 2 ciclos por delante del dltimo
curso. Aln asi, existen alumnos que avanzan hasta el sexto semestre de la carrera
y llegan a quedar “encasillados” con el curso MA-1005, de forma que no pueden
seguir con materias del sétimo ciclo (cuarto afo).

Metodologia de Evaluacion del curso centrada solo en pruebas escritas: El curso
MA-1005 “Ecuaciones Diferenciales para Ingenieria” tiene una evaluacion
sumamente rigida, constituida por Unicamente 3 examenes parciales (30% el de

menor nota y 35% los restantes, segun el programa de curso establecido para el



ciclo 1-2018). Por ello, la obtencion de bajas notas en el primer y segundo parcial,
limitan en demasia las posibilidades de aprobacion, maxime que en el curso aunque
la asistencia no es obligatoria, es sumamente importante pues son 5 horas a la
semana en las que se cubre la teoria y se realiza préctica (esa es la metodologia
usual del curso, encajando con un modelo completamente tradicionalista de la
enseflanza), de forma mas programada comparada con lo que ellos podrian
estudiar independientemente, debido a las limitaciones ya comentadas.
El problema descrito, junto con los antecedentes dados en los parrafos anteriores, se
justifica en el hecho de que los estudiantes que estan vinculados con éste tienen serios
problemas en el avance de su carrera y consecuentemente, en la culminacion de ésta. Se
han escuchado frases de estudiantes que insisten en que para realizar su Trabajo Final de
Graduacion, requieren de aprobar este curso Unicamente, pues ya lo correspondiente
meramente a la carrera ya ha sido aprobado.
El abordaje de este problema mediante la oferta de un grupo exclusivo para esta poblacion
en condicion de rezago y en la que la metodologia gire en torno al trabajo mediante
plataforma virtual (en este caso, sera el sitio Moodle de la Escuela de Matemética de la
UCR, a la que todos los estudiantes de esta universidad tienen acceso mediante su cuenta
de correo institucional) resolvera el problema de la inasistencia en primer lugar, pues las
limitaciones de tiempo y espacio (choques de horarios con trabajo o visitas a empresas, por
ejemplo) se eliminaran. En conjunto con lo anterior, el empleo de la plataforma dara pie a
un seguimiento mayor y mas detallado de la actividad del estudiante, pues a pesar de que
por la normativa vigente, el curso no puede ser modificado en cuanto a aspectos de
evaluacion (deberian realizar las mismas pruebas parciales presenciales), éste se puede
plantear tomando en cuenta actividades como foros, wikis y autoevaluaciones que tengan
un caracter obligatorio en su realizacion y con ello, que se conviertan en un registro no
cuantitativo de calificacion. Es decir, el estudiante debera ser participe de todas las
actividades que se incluyan en el foro, las cuales evidencien el estudio de las clases y los
materiales de lectura tanto obligatorios como optativos.
Con lo anterior, se pretende entonces darle al estudiante en condicion de rezago y que esté
cursando MA-1005, una oportunidad de afrontar el curso diferente, en la que el
acompafamiento y seguimiento que le haga el docente le permita sentir el compromiso de
involucrarse en mayor medida, lo cual no ocurriria en el ambito presencial por las diversas

situaciones ya comentadas.



Contexto del problema

1. ¢Quiénes presentan el problema?: Este problema lo presentan los estudiantes de
las carreras de Ingenieria Industrial e Ingenieria Mecéanica de la Universidad de
Costa Rica, en la Sede Interuniversitaria de Alajuela. Los alumnos rondan edades
cercanas a los 23 afios 0 mas, inclusive. Suelen ser estudiantes que dejaron el curso
para ultimo momento y debido a ello, presentan otros compromisos (de otros cursos
0 personales) que hacen que su asistencia al curso MA-1005 sea minima o nula, lo
cual afecta notoriamente su desempefio y esto se refleja en la temprana desercion
del mismo. La cantidad de estudiantes que actualmente se encuentran en este
estado, actualmente se encuentra entre 10 y 18 estudiantes (considerando los que
han reprobado hasta dos veces tras finalizar el | Semestre del 2018), dentro de los
gue se han detectado a nivel de Sede.

2. Caracteristicas de la asignatura: El curso MA-1005 “Ecuaciones Diferenciales para
Ingenieria” corresponde al ultimo de 6 cursos de Matemética que deben llevar los
estudiantes de las carreras mencionadas a lo largo de los primeros 4 o 5 semestres
de periodo de formacién. Los cursos anteriores son:

e MA-0001 (Precalculo)

e MA-1001 (Calculo 1)

e MA-1002 (Calculo II)

e MA-1003 (Calculo IlI)

e MA-1004 (Algebra Lineal)

Todos ellos dotan al estudiante del conocimiento mateméatico basico, suficiente y

necesario para adquirir los conocimientos sobre ecuaciones diferenciales estipulados

en el programa de estudio (denominado aca “Carta al Estudiante”) de este curso.

Sin embargo, al ser un curso que requiere de mucho conocimiento y bagaje

matematico, existe también la problematica de estudiantes que llegan con bases

pobres (a pesar de aprobar las materias previas) o bien, que por interrupciones en la
formacion matematica llegan al curso con cierto “desaprendizaje”, lo cual les exige un
esfuerzo adicional por reaprender muchos de los conceptos previos y procedimientos

claves que sirven de conectores con los nuevos aprendizajes.
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Desde el | Ciclo del 2015, cuando se empezO6 a impartir el curso de manera

ininterrumpida cada semestre, el nivel de aprobacion ha sido muy irregular, como se

muestra en la siguiente tabla:

CICLO LECTIVO PROMOCION
1-2015 75,67%
[1-2015 54,05%
1-2016 22,45%
[1-2016 53,00%
[-2017 36,15%

Fuente: Registros de Notas, Prof.: Lic. Daniel Gonzéalez Nufiez.

Algunos posibles factores que incidan en los resultados mostrados:

En el 1-2015, se empezo6 a aplicar la politica mencionada con anterioridad: No
permitir el avance en cursos (de a lo sumo 2 ciclos posteriores) en la carrera
respectiva hasta tanto no se apruebe el curso en el que se presente mayor
rezago. Dicha situacién pudo haber sido motivo de que varios estudiantes a los
que se les aplicod la medida no sélo tuvieran esa “medida de presién” como un
aliciente para dar un mayor esfuerzo, sino que la poca cantidad de cursos que
podian tomar les daba una mayor cantidad de tiempo para asistir a lecciones y
prepararse adecuadamente.

El curso MA-1005 es un curso colegiado. Esto quiere decir que todos los
estudiantes de la UCR matriculados en éste, indistintamente de la sede en la
gue se hallen empadronados, realizan los mismos examenes, programados para
un mismo dia y hora, de manera que se realiza una evaluacién completamente
uniforme. Las pruebas son elaboradas por el coordinador de la céatedra, con
algunos aportes de profesores que imparten el curso. El nivel de complejidad y
el tipo de ejercicios (La prueba siempre 100% de desarrollo) de los exdmenes
puede variar de un semestre a otro.

Recurrentes cambios en la coordinacion de la catedra del curso: Suele suceder
gue afo tras afo hay relevo en la figura del coordinador. Lo anterior tiene

repercusion en la forma como se disefian y aplican las evaluaciones. Aspectos
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de forma y la dificultad de los ejercicios incluidos por los distintos coordinadores

suelen ser objeto de comentarios por parte de los alumnos.

2. PROSPECTIVA

El curso “MA-1005 Ecuaciones Diferenciales para Ingenieria” en su modalidad virtual, ha
permitido el seguimiento continuo y personalizado de cada uno de los participantes, los
cuales a partir de lo anterior, han logrado presentar un mejor aprendizaje de los diversos
contenidos del curso, lo cual se ve reflejado en rendimiento académico de cada unoy en la
consecuente aprobacion del mismo tras la realizacion de todas las actividades virtuales y
evaluaciones presenciales, lo que les permite continuar con la toma de cursos posteriores
de la malla curricular de sus respectivas carreras (es decir, han dejado atrds su condicion
de rezago). Tras esta puesta en practica de esta propuesta en la Sede Interuniversitaria de
Alajuela, se hara un analisis mas a fondo de los resultados obtenidos para determinar la
viabilidad de llevar a la practica, propuestas similares en otras sedes y cursos de servicio
del area de Matemaética de la Universidad de Costa Rica en un plazo no mayor a dos afos,

a partir del | Semestre del 2019.

3. PROPUESTA PEDAGOGICA

La principal linea tedrica de este proyecto sera el constructivismo, apoyado por ideas y
postulados de otras teorias como el conductismo. También, se incluyen algunos apuntes

tedricos de otras corrientes que nutren las propuestas de este trabajo.

Constructivismo:

Los rasgos principales del constructivismo que estaran presentes a lo largo de todas las

acciones pedagogicas a desarrollar, son los siguientes:

Algunas ideas que constructivistas aplicadas a este trabajo son:

e EI pensamiento formal: Espiro (2017) resalta el pensamiento formal desde la
Epistemologia Genética de Piaget. De acuerdo a la autora, éste se caracteriza por la

posibilidad de un razonamiento hipotético-deductivo, en el que se emplean diversas
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premisas y razonamientos para generar conclusiones. En el curso MA-1005, por ser
el ultimo de la formacién matematica recibida por los estudiantes de las carreras de
Ingenieria Industrial y Mecanica, requiere del conocimiento previo de muchos
teoremas y procedimientos matematicos que son Utiles para la generacién de los
nuevos conceptos. El calculo de limites, derivadas e integrales, asi como el uso de
series de potencias y numeros complejos dan pie para la deduccion de nuevos
conocimientos que se derivan de la tematica tratada en el curso.

Zona de Desarrollo Proximo (ZDP) (Vygotsky, citado por Espiro, 2017): El curso
MA-1005 esta completamente secuenciado en su estructura; los contenidos de
los 2 primeros grandes temas resultan ser la base de todos los que se
aprenderan posteriormente. Por tanto, se tendra en cuenta a la hora de ver estos
primeros temas, que se abarquen de la manera mas correcta posible, a fin de que
permitan introducir los temas posteriores mas facilmente y para el estudiante sea
mucho mas sencillo su tratamiento y asimilacién. Asimismo y entrelazando esto
con el primer punto, el aprendizaje de nuevas técnicas de resolucion de
ecuaciones diferenciales y los nuevos tipos de ellas se van “reduciendo” a los
casos mas elementales, los cuales ya son conocidos por los alumnos con lo
aprendido desde las primeras clases. Siguiendo la linea expuesta por Espiro
(2017) citando a Vygotsky (1996), se pretende un mayor acercamiento al nivel
real de la ZDP, mediante la guia del docente o las actividades colaborativas y a
Su vez, que ésta vaya dando paso al desarrollo en el estudiante al nivel real de
desarrollo, una vez que tenga que desenvolverse en actividades de evaluacion

tanto formativas (dentro de la plataforma) como sumativas (exdmenes parciales).

Conductismo:

Por otra parte, del conductismo se rescataran algunas ideas como las siguientes:

El caracter mecanicista del conocimiento y aprendizaje memoristico (Espiro,
2017): El curso MA-1005 tiene en sus objetivos el aprendizaje de muchas
técnicas para resolver ecuaciones diferenciales. Para que el estudiante vaya
escalando en el nivel de profundidad de conocimiento que se espera que
adquiera, debera resolver gran cantidad de ejercicios en los que se requiera

reiterativamente la aplicacion sucesiva de procedimientos y férmulas, lo cual hace
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necesario y hasta de alguna forma, inherente, la presencia de ambos aspectos
conductistas.

e Sin duda, la implementacion de actividades evaluativas (foros, chats, Wikis) en
las que se mida algun nivel de progreso en la adquisicion de conocimientos, la
cual junto con la propia actividad, permitird que haya una retroalimentacion por
parte del docente, misma que venga a fungir como los "refuerzos" planteados por

Skinner en su teoria (Espiro, 2017).
Otros aportes tedricos que sustentan esta propuesta son los siguientes:

e Motivacion intrinseca y extrinseca: Corresponden (Espiro, 2017) a la disposicion
por el logro del aprendizaje, a partir de situaciones de indole personal y externas.
Para esta propuesta, se pretende que el cambio de la modalidad del curso para la
poblacién meta, asi como la diversidad de actividades, la metodologia de trabajo
y el tipo de seguimiento que se les va a brindar, correspondan a elementos de
motivacion extrinseca para dicha poblacion. Asimismo, el estudiante al darse una
nueva oportunidad de poder encarar el curso y sabiendo que ya no tendra los
obstaculos que la modalidad presencial le imponia, podra desarrollar una
motivacion intrinseca por lograr el aprendizaje.

e Modelo de aprendizaje VARK (Fleming, 1987 citado por Espiro, 2017). Todos los
materiales y actividades del curso se haran partiendo del hecho de que los
estudiantes pueden aprender ya sea viendo, escuchando, haciendo o
leyendo/escribiendo. Asi pues, por ejemplo, a la hora de desarrollar un objeto de
aprendizaje para un determinado tema, se pueden incluir videos explicativos (ver,
leer y escuchar), asi como actividades paralelas en las que el estudiante deba
realizar actividades amplificar los conocimientos que esta adquiriendo (escribir y
hacer).

e Principios conectivistas: Dentro de los postulados del conectivismo establecidos
por Siemens (2004), esta el hecho de que “el aprendizaje puede residir en
dispositivos no humanos”. En la propuesta, este principio se reflejara en que
dentro del entorno virtual se alojaran tantos los recursos y herramientas que
promueven el aprendizaje, como las evidencias de interacciones y construcciones
de conocimientos entre los alumnos como foros y wikis, las cuales podran ser

revisadas en todo momento por los aprendices, mientras el entorno esté activo.
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Esto también responde a la actitud “prosumidora” del estudiante, en tanto al

consumo como a la creacion (conjunta) de conocimientos.

4. OBJETIVOS DEL PROYECTO

Objetivo General

Desarrollar el curso MA-1005 “Ecuaciones Diferenciales para Ingenieria” de la
Universidad de Costa Rica exclusivamente para poblacion en condicion de rezago
de la Sede Interuniversitaria de Alajuela, por medio de actividades llevadas a cabo
en un entorno virtual de aprendizaje, con el fin de lograr un involucramiento mayor
de los estudiantes en el cursado y de brindar un seguimiento detallado de los
mismos, que culmine con un mayor aprovechamiento y la consecuente aprobacion

de los aprendices.

Objetivos Especificos

Modificar el curso MA-1005 “Ecuaciones Diferenciales para Ingenieria” para poder
ser impartido en un entorno virtual de aprendizaje, mediante el planteo de
actividades completamente virtuales y distribuidas por medio de bloques en el
entorno dicho.

Emplear de forma correcta y continua el entorno virtual de aprendizaje y sus
potencialidades, mediante el establecimiento de una diversidad de actividades y
recursos alusivos a la materia, con el fin de reemplazar de la metodologia de trabajo
presencial.

Utilizar los recursos propios del entorno virtual de aprendizaje, asi como las
actividades programadas en el cronograma del curso, con el fin de dar un
seguimiento personalizado y detallado del desempefio y avance de cada uno de los
cursantes.

Analizar la promocion obtenida al final del cursado, mediante los registros de
actividades de la plataforma y las pruebas escritas, con el fin de determinar el grado

de viabilidad de la propuesta de curso virtual para estudiantes rezagados.

5. RESULTADOS ESPERADOS

Lista de Resultados esperados
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Preparacion del entorno virtual con todas las actividades y materiales, para fines del
Il Ciclo del 2018.

Apertura del grupo para el | Ciclo del 2019, con una poblaciéon de al menos 10
personas.

Mejora en la promocion respecto a semestres anteriores y nula desercion tras el
primer parcial presencial.

Realizacion de las todas las evaluaciones y actividades por parte de los estudiantes.
Finalizacion del cursado por parte de todos los estudiantes o al menos de un 90% de
ellos.

Logro de una promocion mayor o igual al 80%.

Presentacion de un informe ante autoridades de la Sede Interuniversitaria de
Alajuela y la Escuela de Matematica de la UCR para discusion de resultados.

Andlisis de extension de la propuesta a otras sedes de la universidad.

6. ASPECTOS OPERATIVOS

Administracion

Respecto a esto, se pretende (en el orden establecido) ejecutar cada uno de las siguientes

acciones:

Dirigirse a la Administracion Académica (Jefa Administrativa y Coordinadores de
Carrera de Ingenieria Industrial y Mecanica) de la Sede Interuniversitaria de Alajuela
para hacer de su conocimiento la propuesta de apertura de un grupo del curso MA-
1005 “Ecuaciones Diferenciales para Ingenieria” exclusivo para estudiantes en
condicion de rezago de dicha Sede y en modalidad virtual (excepto las pruebas
escritas).

Con visto bueno de lo anterior, dirigirse a la Escuela de Matematica de la UCR,
especificamente al Departamento de Matematica Aplicada con el fin de solicitar la
valoracion respectiva de la propuesta y su eventual aprobacion.

Una vez aprobado lo anterior y tras contactada la poblacién meta del proyecto (via
correo electrénico), gestionar con la Sede Interuniversitaria de Alajuela, la apertura
del grupo exclusivo para ellos el siguiente semestre, con el fin de habilitar el grupo
en el sitio “e-matricula”, en el que los estudiantes realizan su matricula a los cursos

antes de cada periodo.
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e Contactar al WebMaster (Lic. Edgardo Arita-Dubdn) de alguna de las plataformas
(Moodle de la Escuela de Matemética, plataforma donde se alojara el entorno virtual)
con el fin de solicitar la creacién del sitio correspondiente al curso.

e Una vez que el cursado vaya finalizando, ir recabando datos necesarios para
elaborar un informe final, en el que se detalle de manera global y personal (alumno
por alumno), lo que ha sido el proceso que se ha llevado a cabo.

e Presentar los resultados finales ante la Administracién de la Sede Interuniversitaria y
ante la Direccion del Departamento de Matematica Aplicada de la UCR con el fin de
valorar la experiencia y analizar posibles opciones de continuidad del proyecto a

corto o mediano plazo.

Aprendizaje y Tecnologias

En este apartado, ya se menciond antes que el centro del curso girara en torno a una
plataforma virtual. La misma serd gestionada ante la Escuela de Matematica de la UCR y
administrada por el docente en toda su dimensién. De esta plataforma, se echara mano a
sus diversas herramientas para la implementacion de clases y evaluaciones (éstas Ultimas
realizadas dentro de la misma plataforma, por medio de bancos de preguntas que se
fabricaran durante el proceso de construccién del entorno).

Por otra parte, se piensa emplear una diversidad de recursos como videos o
presentaciones online elaboradas previamente (e incrustados en la plataforma para evitar
“salir’” de la misma). Uno de los retos que (a nivel personal) se piensan afrontar con este
proyecto, es la inclusion de objetos de aprendizaje, para lo cual se emplearian diversos
medios como Cuadernia o ExelLearning.

Para la elaboracion de materiales referentes a teoria y practica, se echara mano de
software matematico (LaTeX, Geogebra, Mathematica, Maxima, entre otros), el cual provee
toda la simbologia matematica necesaria y ademas, permite (en los casos que se requiera),
la manipulacién de conceptos desde el punto de vista geométrico.

Volviendo a la plataforma, se utilizara su servicio de mensajeria para establecer contacto
directo con los estudiantes y sus diversas opciones para la entrega de trabajos. Como
segunda opcion a esto, se piensa establecer canales de comunicacion externos a la
plataforma como el correo institucional (dominio ucr.ac.cr) y en ultimo caso, mediante
Skype u otra herramienta que permita comunicacion directa por voz y/o video de manera

sincrénica.
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Por ultimo, se puede optar por una metodologia de presentacion de contenidos que las
plataformas por si mismas ofrecen (y por tanto, se configuran para tal fin), en las que se le
presenta al estudiante todo lo referente a un tema en especifico; listado de materiales
obligatorios, materiales de apoyo y actividades, ademas de foros de consulta u otras
herramientas necesarias, de manera que cada unidad o contenido se presenten como un
“todo”.

Finalmente, se pretenden implementar al menos 1 foro de construccion por cada examen
parcial, asi como una wiki para aquellos temas en los que se preste para construccion

colectiva de conceptos.

Tutoria
La tutoria en el curso a proponer estard basada en 3 ejes principales:

e Mediacion constante mediante la publicacion de clases cada semana, con el objetivo
de ir marcando el ritmo de trabajo en el curso, el cual debe ser acorde el cronograma
establecido en un primer momento.

e Mediacion pertinente y moderada cuando se trata de actividades como foros y wikis,
donde se deba realizar alguna retroalimentacion a lo largo del camino que siguen los
estudiantes en su trabajo, con el fin de ir encaminando los aprendizajes de la
manera mas correcta posible y con esto, dar un sentido mas formativo a la
evaluacion.

e Mediacion personalizada mediante los correos electronicos o mensajes privados
mediante la plataforma virtual, de manera que se traten las dificultades y se
comenten los avances personales de cada alumno y con ello, hacerle sentir que los
acompafiamos en el camino de forma constante y personalizada.

e Se comienza con el ajuste del curso para ser impartido en la modalidad virtual:
Disefio de un cronograma de trabajo y planeaciéon de las actividades y recursos que
estaran a disposicion de los aprendices.

e Configuracion del sitio virtual para tenerlo disponible de manera completa una vez
gue éste de inicio. Con ello, se iria semana a semana habilitando cada una de las
clases y actividades relacionadas con ellas.

e Implementacion en la propuesta una vez que se inicid el semestre, donde se pueda
aplicar la misma, coordinando con la céatedra todos los aspectos relevantes al

mismo: reuniones, informes, elaboraciéon de las evaluaciones, etc.
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e Durante el desarrollo del cursado, recolectar informacidn necesaria para la
evaluacion formativa y para lo que la administracion requiera y solicite.

e Una vez que el cursado vaya finalizando, ir recabando datos necesarios para
elaborar un informe final, en el que se detalle de manera global y personal (alumno

por alumno), lo que ha sido el proceso que se ha llevado a cabo.
Cabe destacar que, por motivo de la naturaleza del curso, para éste se realiza un

nombramiento docente de 3/8 de tiempo completo (15 horas semanales de 40). Por tal
razén, se dedicara alrededor de unas 5 horas semanas a cada tipo de mediacion sefialada.

Material didactico.

Si bien es cierto, se tratara de no caer en la linea de “virtualizar las clases presenciales”
mediante la digitalizacion de textos, se espera poder emplear materiales didacticos acordes
con la metodologia tedrico-practica del curso, asi como con el enfoque pedagdgico elegido
y bajo la premisa de que, por la virtualidad del curso, el estudiante debera ser en algun
grado, autodidacta. Por esta razon, habr4 material de estudio obligatorio en el que se
incluira detalles tedricos y practicos de forma que esté debidamente estructurado para
garantizar un aprendizaje mas autonomo por parte del aprendiente.

Por otro lado, los materiales didacticos seran en su mayoria de elaboracion propia (cabe
mencionar que el autor de este proyecto, tras su experiencia en el curso, ya cuenta con
varios materiales que puedan servir de insumo para la elaboracion de otros adecuados a la
propuesta) y se incluiran algunos materiales de otros autores que se consideren
pertinentes y necesarios. En relacién con esto Ultimo y para evitar caer en acciones de
plagio, se le recomendara libros de texto digitales a los estudiantes, los cuales se
encuentran dentro de paginas como SlideShare o Scribd, para lo cual, se les dara el
acceso mediante enlaces dentro del entorno virtual.

Los materiales a utilizar se basaran en su realizacion en los siguientes programas de

software.
e Textos Matematicos: LaTeX y sus compiladores

e Graficos: Geogebra, Mathematica (Wolfram Alpha)

e Software para céalculo: Mathematica, Maxima (Este ultimo es libre)
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Creador de Videos: Foto2avi, InShot, Minimovie.
Creador de presentaciones web: Prezi
Creador de documentos colaborativos: Google Drive.

Objetos de Aprendizaje: ExeLearning y Cuadernia

7. EVALUACION Y SEGUIMIENTO

Momentos de la evaluacién

Primer_momento: En un inicio, se valoraran aspectos como la aprobacion de la

puesta en practica de la practica, asi como de aspectos administrativos como por
ejemplo, la oferta del curso y la apertura de matricula. Asimismo, conforme se
empiece a disefiar el entorno virtual, se iran valorando elementos como la
presentacion del mismo, los materiales y productos que se incluirdn en éste, su
funcionamiento, la prueba del método de matriculacion de la plataforma y el disefio
de clases y actividades, a fin de tenerlos a punto para su utilizacién una vez que el
Curso arranque.

Sequndo momento: Por iniciado el curso, se valorara cada unidad tematica, una vez

que haya sido cubierta en su totalidad, asi como la validez de los items del banco de
preguntas que se hayan empleado en distintas actividades online. Se valorara el
progreso de los estudiantes conforme vayan realizando todas las actividades
obligatorias que el sitio tendra, asi como desempefio a la hora de realizar cada una
de las pruebas colegiadas.

Tercer Momento: Al momento de que el curso finalice en su totalidad, se evaluaran

los resultados obtenidos en cada estudiante y también de manera general, de
manera que se puedan realizar un estudio en el que se analicen aspectos como
porcentajes de aprobacién/reprobacion, ademas del rendimiento en pruebas escritas
de catedra vs. actividades en linea. Todo esto sera insumo para la realizacion de un
informe final a presentarse tanto al Area Administrativa de la SIA-UCR, como de la

Escuela de Matematica.
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Seguidamente, tras haber establecido los indicadores de evaluacion de este proyecto, se

pasan a establecer una serie de aspectos o criterios relativos a la labor de seguimiento de

todos los participes del mismo. Se describen a continuacion.

Sequimiento a la labor de coordinacion docente-administrativa

Recopilacion de minutas de reuniones con cada uno de los miembros de personal
administrativo de la Sede Interuniversitaria de Alajuela (Coordinador Académico
General y de las Ingenierias Mecénica e Industrial, Coordinadora de curso de
Matematica), asi como con personal de la Escuela de Matemética de la UCR
(Director de la Escuela, Director del Departamento de Matematica Aplicada,
WebMaster del sitio Emoodle) en las que se comience a barajar la opcidén de impartir
en curso en modalidad virtual y ademas, en todas las instancias posteriores una vez
que éste sea aprobado, incluidos el proceso de matricula, las fechas posteriores a

cada examen y una reunion final al cierre del proyecto.

Sequimiento a la labor meramente docente

Creacidén de fichas técnicas para cada uno de los materiales didacticos a desarrollar
y subir en la plataforma. En ella se debe especificar el tipo de material, la cantidad
de tiempo empleado en su disefio y armado, el formato y otros que se consideren
pertinentes.

Creacion de carpeta (virtual) en la que se registre toda aquella intervenciéon docente
en la plataforma: desde la publicacion de clases, materiales y evaluaciones, pasando
por las intervenciones en actividades virtuales, seguido de la construccién de cada
una de las secciones que compondran el entorno, para posteriormente guardar
registro de actividad tutorial (mensajes o correos internos) mediante capturas de
pantalla.

Creacion de memoria final en la que se detalle todo lo acontecido en el proyecto:
desde el planteo de la propuesta a las autoridades competentes, hasta la puesta en
practica del mismo con la descripcion de todos los fendmenos acaecidos en cada

uno de sus momentos.
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Seqguimiento a la labor de los estudiantes del curso

Seguimiento de la actividad del estudiante a través de los registros brindados por la
plataforma Emoodle (acceso a materiales, clases, descargas de archivos,
reproducciones, intervenciones en foros, wikis y realizacion de las pruebas cortas
online) por medio de las estadisticas que la misma plataforma recopila y se pueden
exportar en archivo de Excel (Al menos una vez por semana hacer esto).

Al igual que en el caso del docente, se puede crear un registro con toda la
interaccion hecha por cada alumno con el profesor, a fin de determinar el grado de
acercamiento entre ambos y el tipo de interaccion que muestran (dudas de la
materia, dudas de ejercicios, otros).

Registro externo de notas, obtenidas en cada uno de los examenes parciales. Junto
a esto, tal y como lo establece el Régimen de Reglamento Académico Estudiantil, a
cada prueba escrita se le hara la debida retroalimentacion y observaciones
generales en cada uno de los ejercicios o problemas.

Seqguimiento al cumplimiento de los objetivos

Registro y andlisis de todas las informaciones recabadas, una vez comenzado el
armado del sitio web (fase previa) y el cursado (ejecucion del proyecto), con el fin de
detallar el alcance o no de cada uno de los objetivos propuestos.

Creacién de instrumentos u otros que permitan establecer relaciones entre la
informacion recabada y los objetivos propuestos, en materia del alcance logrado.
Establecimiento de medidas correctivas inmediatas (tanto en lo administrativo,
pedagogico, didactico, y estudiantil), en caso de que se detecten situaciones que no

estén llevando a buen puerto las metas a cumplir.

Indicadores de evaluacion

Como parte esencial en la ejecucion de este proyecto, se procede a detallar una serie de

indicadores de evaluacion para diferentes categorias, las cuales se detallan a continuacion,

junto con dichos indicadores:

Administracion
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e Aprendizaje y tecnologias
e Tutoria

e Materiales didacticos

Se establecera una estructura para cada categoria siguiendo los modelos de la CONEAU
en su “Informe sobre educacion a distancia” (2004) y el de Garcia Aretio (1998). Similar a
lo establecido por CONEAU (2004), se propondran algunos indicadores que seran
estrictamente necesarios (imprescindibles) y otros que son altamente recomendables
(deseables).

Comenzando con el detalle de cada una, se tendran los siguientes indicadores de

evaluacion:

Respecto a la administracion

Se detallan los siguientes:

e Estricta evidencia de comunicacién y coordinacién entre el docente a cargo del
proyecto y los diferentes entes administrativos, para todos los aspectos que lo
requieran (matricula de estudiantes, informes finales de notas, reproduccion y
asignacion de aulas para pruebas presenciales).

e Recomendablemente, considerar al profesor a cargo de la ejecucion del proyecto
como “profesor consejero”, a fin de que tenga conocimiento de las cargas
académicas que tendran cada uno de los alumnos participantes.

e Recomendablemente, coordinar con el departamento de psicologia de la UCR en la
Sede Interuniversitaria de Alajuela, a fin de determinar si existen estudiantes que
puedan acogerse a diversos tipos de adecuacion curricular y las implicaciones de

ellas en la forma de desarrollar el curso.

Respecto al aprendizaje vy las tecnologias

Se enuncian a continuacion:
e Estricta concordancia y evidencia del modelo pedagdgico propuesto en cada uno de

los aspectos del curso: programa del curso, materiales didacticos, actividades y

tutoria.
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Recomendablemente, revisar el modelo pedagdgico seguido en el curso en su modo
presencial, con el fin de hacerle un balance al propuesto en este trabajo.
Recomendablemente, establecer la mayor cantidad de actividades constructivas y
fomentadoras de aprendizaje colaborativo, como las wikis y los foros.
Recomendablemente, en aquellos aspectos en lo que el enfoque tradicionalista
tenga un mayor peso (como los materiales didacticos, en los que se presentaran
muchas veces los contenidos como algo ya establecido, por la naturaleza de los
mismos), no dejar de lado detalles de caracter constructivo que puedan
complementar lo presentado en el material, como por ejemplo, la prueba de

resultados sencillos).

Respecto a la tutoria

Se enuncian los siguientes:

Estricta evidencia de preparacion y experiencia del docente en manejo de
plataformas virtuales y las herramientas que éstas proveen.

Estricta evidencia de elementos que permitan la consecucién de los objetivos
propuestos (tanto generales como especificos) en cada uno de los aspectos del
curso: programa del mismo, materiales, tutoria y actividades.

Recomendablemente realizar revisiones constantes de los materiales y actividades
de evaluacion realizadas, con el fin de determinar si cumplieron lo establecido en los
objetivos.

Recomendablemente, ver que las pruebas de céatedra (las cuales no son elaboradas
por el profesor que tendrd a cargo la ejecucion de la propuesta) a las que se
someteran los estudiantes, sean planteadas teniendo en cuenta no sélo los
estudiantes de la modalidad presencial, sino también a los de la modalidad a
distancia.

Estricto seguimiento continuo del proceso para determinar si la consecucion o no de
un objetivo se estd dando o no. En caso de lo segundo, tomar las medidas
necesarias para encaminarse al cumplimiento de dicho objetivo.

Estricto manejo de herramientas multimedia por parte del docente, tanto para la
elaboracion didacticos como de la plataforma donde se trabajard, asi como de

herramientas comunicaciones para lo referente a tutoria.
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e Recomendablemente, realizar la construccion del entorno virtual a utilizar con
suficiente antelacion, antes de ponerlo en marcha y empleando tanto medios y tipos
de recursos como sea posible, para darle variedad al entorno y hacerlo llamativo al
estudiante.

e Recomendablemente, valorar medios alternativos para tutoria, como Skype,
Facebook Live o Telegram. (Whatsapp se descarta porque se desea privacidad para
el tutor, en lo que respecta a su numero de teléfono)

e Estricta presencia de instrumentos de evaluacién (rubricas, escalas de calificacion)
en cada actividad virtual, acordes a los objetivos planteados y previamente
elaborados y revisados.

e Estricta evidencia de acople en cuanto al nivel esperado de aprendizaje en el curso
de cada una de las pruebas y actividades realizadas mediante el entorno virtual.

e Recomendablemente, coordinar con la catedra del curso (presencial), la propuesta
de ejercicios y problemas en las pruebas cuyo nivel sea el adecuado para los
estudiantes de ambas modalidades.

e Recomendablemente, construir con suficiente antelacién los bancos de items que
seran la base de pruebas online y revisar con detalle si éstos se encuentran bien
planteados.

e Brindar una evaluacion antes del cierre del ciclo, en la que los estudiantes externen
en papel, el desempefio que ha tenido el docente durante el cursado.

e Estricta evidencia del registro del desempefio del estudiante, mediante herramientas
como el cuaderno de calificaciones que facilitan las plataformas virtuales sobre las
que se estructurara el curso.

e Estricta evidencia del uso de herramientas comunicacionales como el correo o
mensajeria interna de la plataforma, para establecer contacto y realizar mediacion
con los alumnos.

e Estricta evidencia de la recopilacion de datos acerca del desempefio estudiantil en el

curso, de manera individualizada.

Respecto al material didactico:

El material didactico, tanto en su elaboracién como disefio, se evaluara con los siguientes

indicadores:

25



e Estricto apego a los contenidos del curso, asi como al modelo pedagdgico a emplear
en el proyecto.

e Estricta revisibn constante de los materiales ya empleados, a fin de realizarles
ajustes de forma o fondo que permitan mejorar su calidad para tenerlos a disposicion
para futuras experiencias.

e Recomendablemente, utilizar materiales que se ajusten a formatos de facil acceso
para el alumno, de manera que se garantice su acceso a la informacién consignada
en dichos materiales.

e Recomendablemente, emplear formatos y herramientas de elaboracion de recursos
que permitan la creacion de productos de “peso ligero”, es decir, que no vayan a
saturar tanto el sitio virtual y que ademas no vayan a representar problemas para los
estudiantes a la hora de la descarga debido a su gran tamafio y a la dependencia de
un buena conexion a internet para lograrlo.

e Estricta inclusion de material pedagogico adicional al de lectura y tratamiento

obligatorio, que permita complementar lo visto en cada unidad.

CRONOGRAMA
El proyecto se espera poder ser llevado a cabo a lo largo de 2 semestres como maximo. A

continuacion se muestra lo que, tentativamente, se planea hacer en cada uno de estos

periodos:
Periodo Actividad

| Semestre — Mes 1 Presentacion de la Propuesta ante las autoridades se la
SIA-UCR y la Escuela de Matematica de la UCR.

| Semestre — Mes 2 Solicitud de la apertura del entorno virtual.
Adaptacion del curso al entorno virtual.

| Semestre — Mes 3 Ubicacién de posibles integrantes del grupo a ofertar.
Comunicacion con ellos via correo electronico.
Elaboracion de las 2 primeras unidades del curso en el
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entorno.

| Semestre — Mes 4

Apertura del grupo exclusivo y comunicacion via correo

electronico a los interesados.

Matricula de los estudiantes mediante el sitio

ematricula.ucr.ac.cr

Elaboracion de las unidades 3 y 4 del curso.

| Semestre — Mes 5

Confirmacion de matricula y trdmite de matriculas por

inclusién (extemporaneas).

Elaboracion de unidades 5y 6 del curso.

Il Semestre — Mes 1

Arranque del curso y las actividades en la plataforma.

Desarrollo de la Unidad 1 y arranque de la Unidad 2.

Il Semestre — Mes 2

Recoleccion y tabulacion de datos a nivel individual de las

primeras evaluaciones realizadas en la plataforma.

Desarrollo de la Unidad 2 y arranque de la Unidad 3.

Il Semestre — Mes 3

Andlisis de los resultados obtenidos después del | Parcial
Colegiado y de las evaluaciones realizadas en el Mes 2.

Informe Preliminar 1 a presentar a las autoridades de

Sede y Escuela de Matematica.

Desarrollo de las Unidades 3 y 4, arranque de la Unidad 5.

Il Semestre — Mes 4

Andlisis de los resultados obtenidos después del Il Parcial

Colegiado y de las evaluaciones realizadas en el Mes 3

Informe Preliminar 2 a presentar a las autoridades de

Sede y Escuela de Matematica.
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Desarrollo de las Unidades 5y 6.

Il Semestre — Mes 5 Andlisis de los resultados obtenidos después del Il Parcial
Colegiado y de los resultados finales de cada estudiante,
contando aquellas que pudieran llegar a realizar prueba de
aplazados (denominada Prueba de Ampliacion).

Elaboracion y presentacion del informe final de todo lo

obtenidos tras la aplicacion del proyecto.

9. PRESUPUESTO

Dentro de los aspectos contemplados como parte del presupuesto (monetario) de este

proyecto, son los siguientes:

Salario del docente a cargo de impartir el curso virtual: El profesor a cargo del curso
(bajo la categoria de Profesor Interino Licenciado) es nombrado con una carga
académica de 3/8 de tiempo completo (15 de 40 horas), con vigencia del 13 de
Agosto del 2018 al 16 de Diciembre del 2018. De acuerdo a la escala salarial
docente (actualizada para el Il Semestre del 2018), el monto mensual a devengar a
es de 467 606,19 colones (por concepto de salario base mas pluses salariales)

Costo de hosting y mantenimiento de la plataforma Moodle de la Escuela de
Matematica: El manejo de la plataforma esta a cargo del docente Lic. Edgardo Arita-
Dubon, quien tiene una carga de % de tiempo completo (10 de 40 horas) por el
mantenimiento de dicha plataforma. De acuerdo a la escala salarial docente
(actualizada para el Il Semestre del 2018), el monto bruto mensual a devengar a es
de 203 072 colones (por concepto de salario base). A lo anterior, deben sumarse
una serie de rubros por concepto de pluses salariales los cuales no fueron

especificados por el Prof. Arita.
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1. Nombre del Curso Virtual

MA-1005 Ecuaciones Diferenciales para Ingenieria (Exclusivo para estudiantes
en condicion de rezago de la Sede Interuniversitaria de Alajuela)

2. Seleccidn y justificacion de las herramientas tecnoldgicas.

Seleccion

En primera instancia, se ha optado por elegir la plataforma tecnologica sobre las
cual se estructurara el curso: la plataforma Moodle de la Escuela de Matematica de
la Universidad de Costa Rica (UCR). La misma se viene utilizando en diversos
cursos de la escuela desde el afilo 2014. A nivel de Sede Interuniversitaria de
Alajuela, la plataforma se viene empleando desde el afio 2014, primeramente como
un medio de alojamiento de informacion y documentos, pero paulatinamente con los
afos se ha ampliado el uso de la misma con la explotacion de nuevas herramientas,
como los foros de consulta (para comunicacién asincrénica con los estudiantes,
especialmente a aquellos que por razones de horario no pueden asistir a las horas
de atencion individual). Es por esta experiencia en trabajar con esta plataforma y la
facilidad en el manejo de muchas de sus herramientas que se realiza la eleccion de
ésta para el planteo y ejecucion del presente Proyecto de Intervencion.

Ademas de la experiencia con la que se cuenta en el manejo de la plataforma
Moodle, la riqgueza de herramientas y posibilidades que ésta ofrece también ha sido
un factor a tomar en cuenta para su eleccién. Dentro de éstas, se encuentran las
siguientes:

e Permite la realizacion de Foros y Wikis: Estas, ademas de propiciar el trabajo
colaborativo en la virtualidad, también permiten medir el desempefio y el
alcance de logros por parte de participantes, ya que quedan evidencias tanto
de las participaciones iniciales como de las intermedias (en donde se haya
tenido que rectificar algin concepto o idea) y las finales (para resumir los
aprendizajes logrados y los puntos en que se puede mejorar).

e Permite realizar evaluaciones dentro de si misma: Se pueden construir
pruebas en las que se configuran plazos, nUmeros de intentos y cantidad de
items por prueba (Asi como la obligatoriedad de las mismas y el otorgamiento
de una calificacion que puede registrarse en el llamado “Libro de
Calificaciones”). Los items se pueden elaborar con anterioridad y existen
diversidad de tipos. La existencia de un Cuaderno de Calificaciones, en el
gue se registren todas las notas obtenidas en las distintas actividades,
permite al estudiante ir conociendo su nivel de progreso.

e Existe la posibilidad de subir archivos (audio, video, documentos pdf,
imagenes, etc.), asi como la opcién de incrustar elementos a paginas del
sitio. La carga de archivos no solamente puede ser de parte del tutor virtual,
sino de los participantes también, pues en las opciones foro y wiki existen
tales opciones. Ademas, la presentacion de los recursos se puede hacer por
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medio de varias maneras, como la apertura de ventanas emergentes de
previsualizacion o la descarga directa, en el caso de archivos.

El curso se puede presentar en diversidad de formatos. Para efectos de este
Proyecto, dada la delimitacion del curso en 6 capitulos diferentes, se ha
optado por el formato de temas, ya que permite agrupar todos los recursos y
actividades relacionadas con un mismo topico en uno solo de ellos. Ademas
de ello, permite una facil navegacion entre temas distintos. Los nuevos temas
se iran habilitando una vez que hayan culminado aquellos que los preceden,
pues el curso esta estructurado de manera logica. Es decir, para el estudio de
los nuevos temas, se requiere del manejo de los anteriores (los cuales
permaneceran habilitados hasta el final de curso, por si el estudiante
requiriera devolverse en algin momento a consultar algo sobre los temas
pasados). Aparte de los 6 temas habilitados (uno por capitulo del curso), se
habilitaran otros 2 que seran los primeros en orden de aparicion,
comenzando por el tema en el que aparecen generalidades del curso, como
el programa (Guia Didéactica), el cual se presentara tanto en formato de
paginas (para navegacion, una por cada apartado del programa) como en
formato pdf (para descarga directa), junto con los foros de consultas. El
segundo tema serd una especie de pequefio repositorio, en el que estaran
disponibles algunos textos (pertenecientes a la bibliografia del curso),
carpetas comprimidas con exadmenes de ciclos anteriores para practicar,
listas de ejercicios, material alusivo a los cursos anteriores (para quienes
deban repasar contenidos considerados como conocimiento previo
fundamental para el curso), entre otros.

La plataforma cuenta con un espacio para la mensajeria interna, el cual sera
el principal canal de comunicacion entre el tutor y los participantes. La
notificacion del mensaje enviado la recibiran por medio de un correo
electrénico enviado a la cuenta institucional propiedad del participante, la cual
se recibe practicamente de forma instantanea.

Existencia de una aplicacion mévil para la navegacion (Moodle Mobile), la
cual permite el acceso a los diferentes recursos de la plataforma sin tener
gue Accesar directamente desde el sitio web y ésta se halla disponible para
los distintos sistemas operativos (Android, 10S, y Windows), lo que permite la
descarga, ejecucion y uso en practicamente cualquier dispositivo maovil.

En vista de la posibilidad de que los servidores puedan fallar, la plataforma
Moodle da la opcidn de crear una copia de seguridad descargable y con
todas las opciones que previamente se elijan para salvar. Esto es un factor a
tomar en cuenta en caso de alguna eventualidad o bien, para tener un
respaldo con el que se pueda en su momento volver a cargar el curso y
modificarlo para otros fines.

32



El sitio Moodle da la posibilidad de acceder a un registro de actividad por
parte de cada participante, el cual se puede descargar y ver detalle a detalle,
cada uno de los accesos, la fecha, hora y recurso accedido. Esto permite
monitorear la actividad del estudiante y con ello, poder realizar intervenciones
0 comunicacion por medios mas expeditos, en caso de que se detecte poca o
nula actividad.

Moodle también permite la insercion de etiguetas que van desde simple texto,
hasta imagenes. Esto permite darle al entorno un enfoque mas estético y
atractivo para el estudiante.

Justificacion
Cada una de las potencialidades expuestas de la plataforma Moodle de la Escuela
de Matematica de la UCR sera aprovechada en determinada medida. A
continuacién, se especifica cada uno de los usos que se le dardn a cada
herramienta:

Foros: Para comunicar dudas que surjan con el estudio de los diversos temas
(Foro de Consultas) y como espacio de construccion de nuevos aprendizajes
(Debates o intercambios de conocimiento en algunos de los temas del curso).

P&gina: Se empleard inicialmente como medio para la publicacién de la Guia
Didéactica del curso, ademas de ser el recurso a emplear para la publicacion
de cada una de las clases virtuales.

Wikis: Para la construccién de algunos esquemas o formularios de manera
colaborativa entre los participantes, de manera que se entregue un producto
final que sea para uso de todos quienes lo elaboraron.

Subida de archivos: Se empleara paralelamente con el uso de los foros, de
manera que puedan subir imagenes o videos con un limite de peso en MB y
ser mas especificos con el asunto por el cual se dirige una consulta hacia el
tutor.

Mensajeria Interna: Se utilizara como canal principal de comunicacion,
aunque en casos en gue la comunicacion deba ser muy pronta o inmediata,
puede hacerse uso de otras herramientas como Telegram.

Libro de Calificaciones: Para consignar todas las notas obtenidas tanto en las
pruebas presenciales, como para consignar la realizacion de tareas o
trabajos que no tengan peso cuantitativo en la nota pero que sean
estrictamente obligatorias en cuanto a su realizacion.

Registro de Actividad: Para dar seguimiento a cada uno de los participantes
en cuanto al acceso a la plataforma, su frecuencia de uso y los recursos
consultados.
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e Pruebas: Para darle al estudiante la oportunidad de autoevaluarse y permitirle
medir su desempefio antes de las pruebas presenciales.

e FEtiquetas: Para darle un aspecto mas estético al curso y para delimitar en
cada tema, cada uno de los recursos puestos a disposicion.

Todo lo anterior resume las razones concretas sobre la eleccion de la plataforma
virtual para dar soporte al curso propuesto en este Proyecto de Intervencion.

3. Planificacion de las clases.
De acuerdo a lo planteado en el modulo, se estableceran 3 clases en las que se
abarcara todo lo referente al Capitulo | del curso MA-1005 Ecuaciones Diferenciales
para Ingenieria, tal y como se ha expuesto en la Guia Didactica.
El desglose de cada una de estas tres clases se detalla a continuacion:
Clase 1: Introduccion a las Ecuaciones Diferenciales; conceptos vy
terminologia basica. Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden en variables
separables y reducibles a ellas.
Objetivos: Corresponden a los siguientes:

e Comprender los conceptos basicos e introductorios del curso para aplicarlos

a la solucion de ejercicios.

e Aplicar conocimientos previos de las materias anteriores en el descubrimiento
de técnicas para resolver ecuaciones diferenciales de primer orden, con el fin
de resolver ejercicios y problemas concretos que involucren tales ecuaciones.

Contenidos de la clase:
e Conceptos basicos:

1. Ecuacion Diferencial (Concepto, ED Ordinaria, ED Parcial)
2. Orden de una ED.
3. Solucién de una ED.
e Ecuaciones Diferenciales en Variables Separables y Reducibles a Ellas:
1. Método de Solucion

2. Ecuaciones Reducibles a Variables Separables mediante cambios de
variable dependiente

3. Caso especial: Ecuaciones Homogéneas y reducibles en ellas.

Recursos Multimediales: Los que se emplearan en esta primera clase son:

34



e Presentacion Prezi: Se wusara una presentacion realizada con esta
herramienta para presentar conceptos basicos sobre Ecuaciones
Diferenciales. La misma se incrustara en la clase una vez esté lista.

e Video explicativo sobre el tema de ecuaciones diferenciales en variables
separables, con ejemplos. El video se elaborard con Powtoon o Movie Maker
y sera subido al canal de YouTube del docente para luego ser insertado en la
ventana de la clase.

e Imagenes ilustrativas de conceptos béasicos de las ED aplicados al
planteamiento de tales ecuaciones. Se realizaran con PicsArt o PiZap,
empleando capturas de pantalla de texto matematico procesado previamente
con un editor. Se subiran directamente a la pagina de la clase.

e Imagen del docente-tutor del curso: Subida directamente a la pagina de la
clase. Se aplicara este recurso en cada una de las clases publicadas.

e Imagenes en formato gif obtenidas a partir de la insercion de codigo LaTeX
en el espacio para texto de la pagina donde se publicara la clase, las cuales
especificaran procedimientos o férmulas matematicas que no es posible
escribir con las herramientas ofrecidas por el editor de texto de la plataforma.

Bibliografia: Se usaran las siguientes referencias:
e Gonzalez, Daniel (2018). “Capitulo 1 - Ecuaciones Diferenciales de Primer
Orden”. Version 1.0. Sede Interuniversitaria de Alajuela, Universidad de
Costa Rica.

e Kiseliov, A. et al. (1984). “Problemas de Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias”. 4ta Edicion. Editorial MIR. Moscu, Rusia. Recuperado de:
https://es.scribd.com/doc/111005690/Problemas-Ecuaciones-Diferenciales-
Ordinarias-Kiseliov-Krasnov-Makarenko

e Zill, Dennis. (2006). “Ecuaciones Diferenciales con Aplicaciones de
Modelado”. 8va edicion. Cengage Learning, México. Recuperado de
https://es.scribd.com/document/61200082/Ecuaciones-Diferenciales-Zill-8va-
Ed-I-PDF

NOTA: Las dultimas 2 referencias estaran disponibles en el entorno,
incrustados en formato de pagina.
Actividades: Para la primera clase, la actividad que se propone es el inicio de la
elaboracién de un glosario (el cual, de manera opcional, deberan ir enriqueciendo a
lo largo del curso). La consigna es la siguiente:
e Se propone una serie de conceptos, de los cuales se selecciona uno a elegir.
La definicion debe ir acompafada de un ejemplo ilustrativo y serd sometida a
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revision. En caso de contar con el visto bueno del docente, se otorga el grado
de aprobacion.

Plazo: 7 dias desde el momento en que la actividad es habilitada en la plataforma.
Los criterios de evaluacion de la realizacién de la actividad “Glosario” (Habilitada
directamente en el Moodle, pues éste lo posee como herramienta), para valorar la
aprobacion de la actividad son:

e Cumplimiento del plazo de entrega y del nUmero de intervenciones pedidas.

e Precision de la definicion dada
e Coherencia del ejemplo dado con el concepto definido.

e Ortografia y uso correcto del lenguaje matematico.

Foro: Se detalla a continuacion la consigna relativa al primer foro planteado:
Foro #1: Construyendo nuestro propio concepto de Solucién de una Ecuacién
Diferencial

El proceso de comprobacion para saber si una funcién es o no, solucion de una ED,
requiere basicamente de técnicas y procedimientos ya conocidos por ustedes, como
la derivacion (simple e implicita), asi como de la realizacibn de operaciones y
aplicacion de propiedades y leyes...

Con base en estos elementos:

..Como se puede definir, de la forma mas l6gica, amplia y detallada, el concepto de
solucion de una ecuacion diferencial?

Plazo: 7 dias, contados a partir del momento de la publicacién del foro en la
plataforma.

Clase 2: Otros tipos de ecuaciones de primer orden: Las ecuaciones exactas y
las reducibles a ellas por medio de factores integrantes. Ecuaciones lineales
de primer orden vy reducibles a ellas mediante cambios de variable.
Objetivos: Corresponden a los siguientes:
e Reconocer ecuaciones diferenciales exactas o reducibles a ellas a través del
célculo de factores integrantes, con el fin de resolver problemas y ejercicios
gue involucren estas ecuaciones.

e Reconocer elementos de las ecuaciones diferenciales reducibles a lineales
con el fin de aplicar los cambios de variable adecuados que permitan resolver
las ecuaciones resultantes de tales cambios.

Contenidos de la clase:
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e Ecuaciones Exactas y Reducibles a Ellas:
1. Ecuaciones Exactas: Método de Solucion

2. Ecuaciones Reducibles a Exactas mediante Factor Integrante: Casos
en unay dos variables.

e Ecuaciones Lineales de Primer Orden y Reducibles a Ellas

1. Ecuaciones Lineales de Primer Orden Homogéneas y No
Homogéneas.

2. Ecuaciones Reducibles a Lineales: Ecuacion de Bernoulli, Ecuacion de
Riccatti, Ecuacion de Segundo Orden con variable ausente.

Recursos multimediales: Para esta clase, se piensa utilizar los siguientes:
e Video “Ejemplo 1 de una ED reducible a Exacta mediante un Factor
Integrante”

Video corto que explica la solucién de un ejemplo de ecuacion reducible a
exacta por medio de un factor integrante. Disponible en
https://youtu.be/tQjvTyYbKHS8

e Video “Ejemplo 2 de una ED reducible a Exacta mediante un Factor
Integrante”

Otro pequefio video corto con otro ejemplo de factor integrante, con una
variante en la aplicacion de factor integrante. Disponible en
https://youtu.be/Ps1k68bjbTk

e Imagenes elaboradas con PicsArt, PiZap u otro recurso similar que ilustren
algunas férmulas de utilidad que aparecen en el estudio de los temas de
estudio tratados en la clase (férmulas para comprobar la exactitud de una
ecuacion, calculo de factores integrantes, etc.)

Bibliografia: Se usaran las siguientes referencias:
e Gonzalez, Daniel (2018). “Capitulo 1 - Ecuaciones Diferenciales de Primer
Orden”. Versién 1.0. Sede Interuniversitaria de Alajuela, Universidad de
Costa Rica.

e Lacy, Allan (2017). Lista 1 de Ejercicios | Parcial. Escuela de Matematica,
Universidad de Costa Rica. Disponible en:
http://emoodle.emate.ucr.ac.cr/pluginfile.php/170656/mod_resource/content/
3/MA1005 12017 ListalEjercicios.pdf

e Kiseliov, A. et al. (1984). “Problemas de Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias”. 4ta Edicion. Editorial MIR. Moscu, Rusia. Recuperado de:
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Ordinarias-Kiseliov-Krasnov-Makarenko

e Rosales, J. (2016). Lista de Ejercicios 1. Escuela de Matematica, Universidad
de Costa Rica. Recuperado de:
http://emoodle.emate.ucr.ac.cr/pluginfile.php/170655/mod_resource/content/
6/Listal-11-2016-MA-1005.pdf

e Zill, Dennis. (2006). “Ecuaciones Diferenciales con Aplicaciones de
Modelado”. 8va edicidon. Cengage Learning, México. Recuperado de
https://es.scribd.com/document/61200082/Ecuaciones-Diferenciales-Zill-8va-
Ed-I-PDF

Actividades: Se cuentan con 2 actividades para esta clase.
La primera sera una Wiki, para la que se establece la siguiente consigna:
e Elaboracién grupal de un esquema o diagrama (de flujo, mapa conceptual,
etc.) en la Wiki donde se detalle todo lo especificado en el Foro #2, respecto
a la identificacion de una ED de primer orden y la descripcion de un proceso
de solucion de la ED una vez que ésta haya sido identificada.

Plazo: 4 dias, contados a partir del momento de publicada la consigna.
Los criterios de evaluaciéon de la Wiki, para valorar la aprobacién de la actividad son:
e Cantidad y pertinencia de las participaciones

e Cumplimiento del plazo de entrega.
e Coherencia matematica
e Presentacion visual

e Ortografia y uso correcto del lenguaje matematico.

Foro: Se detalla a continuacion la consigna relativa al segundo foro planteado:
Foro #2: ¢ Cémo determinar el tipo de ED de primer orden?

El estudio de los distintos tipos de ED de primer orden ha provisto de diversas
formas de resoluciéon de dichas ED. Esto implica saber, a priori, cOmo reconocer una
ED para luego poder escoger el método de solucion apropiado. Es por eso que, se
le plantea la interrogante:

. 0ué elementos o detalles en el planteamiento de una ecuacion diferencial son los
mas importantes para identificar con facilidad el tipo de ED y consecuentemente, su
método de solucién?

Plazo: 4 dias
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Clase 3: Algunas aplicaciones de las ED de primer orden a otras disciplinas.

Objetivos: Corresponden a los siguientes:

Aplicar las ecuaciones diferenciales de primer orden en la formulacion de
problemas ligados a otras disciplinas, con el fin de resolver problemas
concretos que simulen situaciones reales o cercanas a la realidad.

Aplicar el Teorema de Existencia y Unicidad en la solucién de ejercicios, con
el fin de determinar la region del plano xy en la que un problema de valor
inicial posee Unica solucion.

Contenidos de la clase:

Aplicaciones de las ED de primer orden
1. Ecuacion Diferencial de una familia uniparamétrica de curvas.
2. Trayectorias Ortogonales
3. Crecimiento poblacional
4, Mezclas Quimicas
5. Ley de Enfriamiento de Newton

Teorema de Existencia y Unicidad de la solucién de una ED de primer orden.

Recursos multimediales:

Presentacion Prezi: Se usarad una presentacion (la cual abrira en ventana
emergente) para presentar las aplicaciones antes descritas. La misma se
incrustara en la clase una vez esté lista.

Video explicativo sobre algunas aplicaciones. El video se elaborara con
Powtoon o Movie Maker y sera subido al canal de Youtube del docente para
luego ser insertado en la ventana de la clase.

Imagenes ilustrativas de las aplicaciones, como graficos de las funciones
obtenidas de la resolucion de una ED que representa algin modelo y su
interpretacion. Se realizaran con PicsArt o PiZap y se subiran directamente a
la pagina de la clase.

Bibliografia: Se usaran las siguientes referencias:
e Gonzalez, Daniel (2018). “Capitulo 1 - Ecuaciones Diferenciales de Primer

Orden”. Version 1.0. Sede Interuniversitaria de Alajuela, Universidad de
Costa Rica.
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Lacy, Allan (2017). Lista 1 de Ejercicios | Parcial. Escuela de Matematica,
Universidad de Costa Rica. Disponible en:
http://emoodle.emate.ucr.ac.cr/pluginfile.php/170656/mod_resource/content/
3/MA1005 12017 ListalEjercicios.pdf

Kiseliov, A. et al. (1984). “Problemas de Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias”. 4ta Edicion. Editorial MIR. Moscu, Rusia. Recuperado de:
https://es.scribd.com/doc/111005690/Problemas-Ecuaciones-Diferenciales-

Ordinarias-Kiseliov-Krasnov-Makarenko

Rosales, J. (2016). Lista de Ejercicios 1. Escuela de Matematica, Universidad
de Costa Rica. Recuperado de:
http://emoodle.emate.ucr.ac.cr/pluginfile.php/170655/mod_resource/content/
6/Listal-11-2016-MA-1005.pdf

Zill, Dennis. (2006). “Ecuaciones Diferenciales con Aplicaciones de
Modelado”. 8va edicidon. Cengage Learning, México. Recuperado de
https://es.scribd.com/document/61200082/Ecuaciones-Diferenciales-Zill-8va-
Ed-I-PDF

Actividades: Habra una actividad en esta clase; una prueba corta virtual (sobre los
temas de las 2 primeras clases). Se detalla la consigna a continuacion:
e Se presentan 5 ejercicios de seleccion Unica, dispuestos al azar que deben
responderse en un maximo de 2 intentos, para lo cual se cuenta con una hora
de tiempo a partir del momento en que se inicia un intento.

Plazo: La prueba estara disponible durante 7 dias desde el momento de la
publicacién de la Clase 3.

Foro: El foro que se habilitara paralelamente a esta clase, es el siguiente:
Foro #3: Interpretando graficamente el Teorema de Existencia y Unicidad.

El Teorema de Existencia y Unicidad nos indica las condiciones necesarias para
poder garantizar que un problema de valor inicial, conformado por una ecuacion
diferencial de primer orden y un valor particular de la funcién solucién, tenga una
Unica solucion en una determinada region del plano xy. A partir de esto:

..COmo se interpreta graficamente el Teorema de Existencia y Unicidad, aplicado a
un ejemplo en concreto?

Plazo: 7 dias desde el momento en que se publica la clase, junto con la consigna
del foro.

4. Redaccion de las clases.
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En virtud del anterior planeamiento de las clases, se expone en este apartado el
desarrollo de las mismas.

Clase 1: Introduccién a las Ecuaciones Diferenciales; conceptos vy
terminologia béasica. Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden _en variables
separables y reducibles a ellas.

iBienvenidos formalmente a nuestra primera clase virtual del curso!
Arrancamos esta travesia que durara todo el semestre y en la que semana a
semana iremos adentrandonos poco a poco en esta apreciable rama de la
Matematica.
Y lo primero que hacemos, casi de forma natural, es preguntarnos:
¢, Qué es una Ecuacion Diferencial?
Bueno, ya desde la secundaria ustedes han de saber que una ecuacién no es mas
que una igualdad que involucra cantidades tanto conocidas como desconocidas...
Pero, ¢ A qué nos referiremos con “diferencial’?
Definicion de Ecuacion Diferencial
Vamos a empezar a responder a esta pregunta con el siguiente ejemplo:
¢ Existe alguna funcién que sea igual a su derivada?
Si traducimos esta pregunta a lenguaje matematico, entonces lo que nos
preguntamos es si existe una funcion v tal que:
y' =y
Del conocimiento adquirido en los cursos previos, ya tenemos una respuesta a esta
interrogante; se trata de la funcion:
y=e*
Ahora bien, la igualdad establecida antes, corresponde a una ecuacion y como toda
ecuacion, tiene cantidades conocidas y desconocidas (o variables). Particularmente,
en este caso notamos que la variable de la ecuacion corresponde a una funcién (v)

y ademas de ella, esta involucrada su derivada. Esto en esencia, es una ecuacién
diferencial... Es una ecuacion que cuya incognita es una funcién y en la que
estan presentes dicha funcion y/o algunas de sus derivadas, hasta de orden
“n”, asi como funciones o expresiones que dependen de la(s) variable(s)
independiente(s) de la funcion incégnita.

Tipos de ecuaciones diferenciales

La cantidad de variables independientes de la funcidén incégnita nos dice permite
clasificar las ecuaciones diferenciales en dos tipos, a saber:
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TIROSIDHECUACIONESIDIFERENCIRLES

Ecuaciones @cuacio_nes
Diferenciales Diferenciales
Ordinarias (EDOs) Parciales (EDP's)
i i
Funcién incégnita Funcién incégnita
dependiente dependiente
de una UNICA variable de VARIAS variables
EJEMPLOS: EJEMPLOS:

U U
() ‘ dx? dy?

N
<

y'(t)—4y (t)+3y(t) = cos(t) Uy +Up:+U;: = U

o Prof. Lic.

Orden de una ecuacion diferencial

Como recién vimos en la definicidén, en las ecuaciones diferenciales pueden estar
presentes derivadas de hasta orden “n”. Eso nos permite deducir el concepto de
orden, pero en este caso de la ecuacion diferencial: Sera aquel que corresponde
al mayor orden de las derivadas presentes en la ED. Siendo asi, podemos ver lo
siguiente:

ECUAGIONIDIEERENGIAN ORDEN

1
/ Yy 2.2
y+o = €V “*=$»  posee hasta primer derivada

3
o' In () -e=P¥  posee hasta fercer derivada

y"' =3y +3y +y

9*U U 2 _
2 Dt ~«=p3 Posee hasta sequnda derivada

Imagen elaborada por Prof,Lc. Nifez

Solucion de una ecuacion diferencial y tipos de solucién de una ED.
Continuando un poco con la parte conceptual y volviendo al ejemplo de la ecuacion:

y' =y
Indicamos que la funcion

y=e*
Era solucion de esta ecuacion, dado que satisfacia la igualdad planteada. Con base
en esto, podemos ver que la solucion de una ecuacion diferencial es una
funcion (definida en un intervalo adecuado) que satisface la dicha ecuacion
diferencial; es decir, aquella que hace que la igualdad planteada, sea
verdadera.
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Existen 3 tipos de solucién de una ecuacion diferencial, las cuales se resumen de
manera ejemplificada en la siguiente imagen:

Z

TIRGSIDHSOLIUGIONIDHUNRMEGURGIONIDIEERENGIRN!
EJEMPLO: Para la ecuacién diferencial: v' = vy —z+1

Solucion General (z + C)?
RARIAS: ) = ——+=zx
4

Solucion Parbicular 5

SE0ETiENE AIPARTIRIDEDARLEALORGRD ) y = — 4=z
GO S EONSTANTES RETRAKIAS, 4

Solucion Singular

@) T —

Imagen elaborada por el Pfor. Lic. Danlel Gonzéilez Nfiez
Un resumen de los conceptos previamente tratados se encuentra disponible en la
siguiente presentacion:
http://prezi.com/t3c6flkaOgkm/?utm_campaign=share&utm medium=copy

Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden: Ecuaciones en variables
separables.
Nos adentramos ahora en el estudio de casos particulares de ecuaciones
diferenciales y sus métodos de solucion. Comenzamos dicho estudio con
ecuaciones de primer orden, las cuales estdn conformadas por la primera derivada
de la funcion incégnita (si o si debe aparecer en la ED), asi como por la funcion
incognita y expresiones que dependan de ella y de la variable independiente (no es
estricto que aparezcan en la ED).
El primer tipo de ecuaciones diferenciales de primer orden que veremos, son unas
gue poseen un método de solucion particularmente muy sencillo: Las ecuaciones
en variables separables.
¢ Pero qué quiere decir la frase “variables separables”? Ya sabemos que nuestra
ecuacion tiene una incognita que corresponde a una funcién (que a su vez es
variable dependiente de otra variable, llamada independiente (generalmente se usa
“x” 0 “1”). Entonces, suponiendo que nuestra funcion incégnita es
y =y(x)

Lo que procede es a aplicar una serie de propiedades y procedimientos que nos
permitan agrupar términos correspondientes a cada variable de un solo lado de la
ecuacion diferencial, partiendo del hecho que:
s

dx
Una vez lograda dicha agrupacion, debemos llegar a un resultado como el siguiente:

gdy = f(x)dx

}Z‘
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Nuestro proposito es, en buena teoria, poder despejar la variable dependiente en
términos de la independiente. Para ello, note que debemos “deshacernos” de los
diferenciales... ;Y cémo lo hacemos? Bueno, recordemos que los diferenciales
guardan alguna familiaridad (jaunque no son lo mismo!) y que un proceso “inverso”
a ellos, es la integracion. Es por ello que, debemos realizar esta operacién a
ambos lados de la igualdad anterior, para luego poder efectuar, en los casos que
sea posible, el despeje de nuestra incognita (existiran casos donde despejar la
incognita sea muy dificil, engorroso y hasta imposible, por lo que se aconseja dejar
la solucion de forma implicita).

Veamos el siguiente video ilustrativo con un par de ejemplos muy simples de
ecuaciones diferenciales que se pueden resolver mediante variables separables:

https://www.youtube.com/watch?v=KfTp8Pi8DVw&rel=0

Ecuaciones reducibles a separables mediante cambios de variable.

No podemos esperar que todas las ecuaciones diferenciales de primer orden

puedan ser resueltas mediante variables separables... Sin embargo, existen casos

donde es posible realizar cambios de variables (sustituciones de la variable

dependiente y de su derivada) que permiten obtener ecuaciones diferenciales cuya

forma si es compatible con la separacion de variables.

Un claro ejemplo de ello se puede apreciar por medio del siguiente video:
https://www.youtube.com/watch?v=B wwGZKVTnc&rel=0

Hay un caso de estas ecuaciones diferenciales reducibles a separables que merece
especial atencion. Procedemos a describirlo:
Un caso especial: La Ecuacién Homogénea.
Las ecuaciones diferenciales homogéneas seran aquellas de la forma:
y' =f(x¥)

Las reconoceremos a partir de alguna de las siguientes caracteristicas:

e Los términos de la funcion f(x,y) tienen todos el mismo grado (cuando se trate

de polinomios, divisién de polinomios e incluso, radicales).

e Los términos de la funcion f(x,y) se pueden escribir todos en términos de y/X,
es decir:

y=o)

La forma de resolver estas ecuaciones, sea cual sea la forma en que se planteen
(segun las anteriores), se resuelve haciendo el planteamiento:
y

u== = y=ux = ¥y =ux+u
x

Luego de ello y un poco de simplificaciéon, obtenemos una ecuacion en

variables separables, la cual ya sabemos como resolver. Después de resolverla, es

importante recalcar que se debe regresar a las variables originales.

Un pequeiio ejemplo en video se muestra en seguida:
https://www.youtube.com/watch?v=UOKVNNeCLmO0&rel=0
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ASIGNACIONES

Tras la lectura del material obligatorio del capitulo (primeras 15 paginas) y estudio
de esta clase, se les proponen las siguientes actividades:
1. Elaboracion de un glosario: En este enlace, se proponen una serie de
conceptos, de los cuales se selecciona uno a elegir y elaborar una definicion propia
del mismo en el glosario, de manera que entre todos construyan una base comun de
definiciones a las que pueden accesar en cualquier momento. La definicion debe ir
acompafada de un ejemplo ilustrativo y serd sometida a revision por parte del
docente, una vez que ésta haya sido elaborada y el participante le notifique,
mediante mensajeria interna. En caso de contar con el visto bueno del docente, se
otorga el grado de aprobacion.
Los criterios de evaluacion de esta actividad serén los siguientes:

e Cumplimiento del plazo de entrega.

e Precision de la definicion dada
e Coherencia del ejemplo dado con el concepto definido.
e Ortografia y uso correcto del lenguaje matematico.

Se disponen de 7 dias para cumplir a cabalidad con esta asignacion, desde el
momento en que la actividad es habilitada en la plataforma (se activa al mismo
tiempo que la clase).

2. Foro de construccion: Los invitamos desde ya a nuestro primer foro se puede
acceder haciendo click sobre el siguiente titulo:
Foro #1: Construyendo nuestro propio concepto de Solucion de una Ecuacion

Diferencial

Reciban la méas cordial bienvenida a este primer espacio conjunto de interaccién. En

este espacio vamos a intercambiar de manera conjunta y colaborativa, nuestras

percepciones sobre el concepto de solucion de una ecuacion diferencial, de forma

gue al final de dicho intercambio, logremos englobar todo lo expuesto y fusionarlo en

una definicién producto del aporte de todos ustedes.

El proceso de comprobacion para saber si una funcion es o no, solucion de una ED,
requiere basicamente de técnicas y procedimientos ya conocidos por ustedes, como
la derivacion (simple e implicita), asi como de la realizacion de operaciones y
aplicacién de propiedades y leyes...

Con base en estos elementos:

..Como se puede definir, de la forma mas légica, amplia y detallada, el concepto de
solucién de una ecuacién diferencial?
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Debe proporcionar una respuesta amplia y utilizando sus propias palabras. Puede
valerse de referencias externas pero su respuesta debe ser lo mas original posible.
Para esto, tendrd que tener en cuenta también lo ya comentado por otros
participantes.

Ademas de la intervencion propia, debe replicar al menos la intervencion de 2
comparferos, en las que complemente o refute lo planteado por ellos,
proporcionando argumentos e inclusive, ejemplos validos.

Se dispone de una semana (7 dias) a partir del momento en que se habilita el foro,
para realizar todas las participaciones solicitadas. El mismo se cerrara al 00:00 del
dia siguiente de la fecha limite y a partir de ese momento, no se recibiran mas
intervenciones, incluyendo aquellas que se hagan llegar por otros canales como la
mensajeria interna.

La aprobacion de la actividad estara sujeta a los siguientes criterios:

e Cumplimiento del plazo de entrega y del nUmero de intervenciones pedidas.
e Precision de la definicion dada

e Coherencia del ejemplo dado con el concepto definido.

e Ortografia y uso correcto del lenguaje matematico.

Asi mismo, ya pueden ir practicando sus nuevos conocimientos, resolviendo los
ejercicios disponibles en los libros de Kiseliov et. al. y el de Dennis Zill.

jAdelante, que tenemos mucho por hacer y aprender!

Clase 2: Otros tipos de ecuaciones de primer orden: Las ecuaciones exactas y
las reducibles a ellas por medio de factores integrantes. Ecuaciones lineales
de primer orden y reducibles a ellas mediante cambios de variable.

iComenzamos nuestra segunda semana de trabajo con mas para aprender de este
mundo de las ecuaciones diferenciales!
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Después del estudio de los conceptos basicos y un primer tipo de ecuaciones
diferenciales de primer orden, como lo son las de variables separables y algunos
casos reducibles a ellas (entre las que destacaron las homogéneas), proseguimos
con el estudio de mas tipos y sus métodos de solucion.
Ecuaciones Exactas: Métodos de solucion
Continuando con el estudio de las ecuaciones diferenciales de primer orden, nos
encontramos con las denominadas “Ecuaciones Exactas”, las cuales son aquellas
gue, al plantearse de la forma:
M(x,v)dx + N(x,v)dy =0

Deben satisfacer la siguiente igualdad

dM anN

s
Esta estructura coincide con el resultado de obtener el denominado “Diferencial
total” de una funcion de 2 variables, la cual se halla igualada a 0. En términos mas
precisos, esto es el resultado de aplicar el denominado diferencial total a la funcion

elx,y) =C
La cual seréa la solucién de la ecuacion diferencial exacta. Es decir, asi se plantea la
solucion. Pero... ;Coémo la encontramos? Prestemos atencion al siguiente
esquema:

_ oM  ON
M (z,y)dxz + N (z,y)dy =0  con — = -
dy ox
SHGAICUINNINMBRSINTEGRALES
oea) = [Mand=  F@ o+ Hes) + gy
N~ N—— ~
Funcion Dep. sélo de x  Funcién dep. de ambas  constante de integracion
p(zy) = / N (z,y)dy = G(y) +  Hizy 4+ f(z)
N~~~ N—— ~~
Funcién Dep. sélo de y ~ Funcién dep. de ambas  constante de integracién

RESULTADO FINAL

o(z,y) = /ﬂ[ (z,y)dx = F () + H (z,y) + G (y)

Imagen realizada por Prof. Lic. Danlel Gonzélez Nafiez

Ahora bien, nos adentraremos en un problema de mayor dificultad... ;Cdémo
proceder en los casos en los que la ecuacion diferencial, a pesar de poseer la
estructura definida anteriormente, no cumple la igualdad entre las derivadas
parciales antes mencionada? De esto nos ocupamos en el siguiente apartado.
Ecuaciones Reducibles a Exactas por medio de factores integrantes.
Cuando una ecuacion diferencial esté planteada como

M(x,y)dx+ N(x,y)dy =0

Pero se tenga que
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dy  ax
Entonces, debemos buscar una funcion llamada factor integrante, al multiplicar
todos los términos de la ED original (que no era exacta) hace que dicha ecuacion
ahora si lo sea. Las féormulas para ello se especifican en el siguiente esquema:

CALCULO DE FACTORES INTEGRANTES PARR ECUACIONES

oM  ON
CASOY PACTOROTEGRMNTE ) 00 _ ) o v
DEPENDIENTE DE X N (z,y
ON OM
CASO 2: FACTOR INTEGRANTE 9 Oy -
QEDBPIEDEY D)= iy — A0 =l
oM _on
RS0 3t FACTOR WTEGRANTEQUE ¢ ()= % 0T _ () et
DDWH’EZ(Z:RXJ)) a—kN (z,y) — ﬁj‘\[ (z,y)
z i

Aca se les deja un par de videos que explican cémo realizar el proceso, en algunos
de los casos supra mencionados:
Ejemplo 1:

https://www.youtube.com/watch?v=tQjvTyYbKH8&feature=youtu.be
Ejemplo 2:

https://www.youtube.com/watch?v=Ps1k68bjbTk&feature=youtu.be
Ecuaciones Lineales de Primer Orden Homogéneas y No Homogéneas
Empezamos el estudio de las ecuaciones lineales y lo hacemos con el caso mas
simple de todos; la ED Lineal de primer orden. En la siguiente imagen se ilustra las
2 formas en coOmo se trabajara esta ecuacion:
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FORMAS DE LA o (o) =1
Forma estdndar
4 " ’»”

Forma Normalizada

SOLUCIONES
Yy +p@y = 0 = y=Ce J p(z)dz
vy +p@y = q(o) = y=e Jp{z)de /q (z) el P@)dz gy

f. Lic.

Ecuaciones Reducibles a Lineales: Ecuaciones de Bernoulli y Ecuaciones de
Riccatti

Tras el estudio de la ecuacioén lineal, estamos en capacidad de analizar dos casos
qgue corresponden a generalizaciones de la Ecuacion Lineal de Primer Orden; se
tratan de las ecuaciones de Bernoulli y de Riccatti.

Por medio de un cambio de variable, ambas ecuaciones se terminan convirtiendo en
lineales de primer orden. Los cambios de variable se presentan a continuacion:

ECUACIONES DE BERNOULLI Y RICCATTI

#=i
,+ ( ) _ ) n Se aplican los cambios
y+p@)y=q(z)y = 2 = (1- ll)y*”y,
Ecuacién de Bernoulli (n#0 y n#1) Despejar 3/ en términos de z

1

y=0¢(z)+-

Se aplican los cambios “

Y +p(@)y+a@)y? =r (@) Ly

W
Ecuacion de Riccatti (q(z)#0 y r(z)#0) ;(/ = O/ (,’I‘,) = ~_3

el Pr

Ecuaciones de Segundo Grado con Variable Ausente.

Si bien es cierto, este capitulo 1 del curso esta centrado en ecuaciones de primer
orden (posee solo primera derivada de la funcion incognita), con el fin de aplicar la
teoria vista hasta ahora sobre las ED de primer orden, se va a analizar dos tipos de
ecuaciones de segundo orden en las que, en ambos casos, una de las variables (x o
y) no estara presente en dichas ED.

Trabajaremos estas ecuaciones, empleando los siguientes cambios de variable:
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ECUACIONES DE SEGUNDO ORDEN CON VARIABLE
AUSENTE

Se aplican 1 bi y=v
oe ?l]) 1can 10os camblos
F@'y,z2)=0 —

—,_/ 1/ /

y'=v

y es la variable ausente
Se aplican los cambios
"o I
F(y'y,y)=0
N ——

x es la variable ausente

I Lic.

En cualquier caso, la ecuacion obtenida sera una de primer orden de las ya
estudiadas, las cuales ya sabemos resolver.
ASIGNACIONES

Para esta semana, se debe realizar la lectura y estudio de las paginas de la 16 a la
32 del Mdédulo de la Unidad.
Ademas, les planteamos las siguientes tareas:
1. Wiki colaborativa: Diagrama de Identificacion de una ED de Primer Orden vy
Construccion de Procedimiento de Solucion
Este es un trabajo colaborativo, el cual se realizara a través de los grupos que se
indican en la siguiente tabla (se inserta tabla con la distribucién de participante en
una cantidad de grupos a determinar en su momento). El propésito de la misma es
esquematizar lo comentado en el Foro #2, de manera que se elabore un material
gue resuma el proceso de identificacion y resolucion de una ED de primer orden.
Las instrucciones a seguir son las siguientes:

e UNA VEZ QUE YA HAYAN PARTICIPADO EN EL FORO #2, se les habilitara

la edicién de la respectiva Wiki.

e Cuentan con un plazo de 4 dias para terminar la Wiki. Es decir, la Wiki estara
habilitada desde este momento y hasta ultima hora del dia X.

e Una vez elaborado el producto, un integrante del grupo debera escribirle por
mensajeria interna al docente para hacer saber que el docente puede
revisarlo.

e Recuerde que, al igual que todas las demas actividades del curso que no
tienen peso cuantitativo, ESTA ACTIVIDAD ES OBLIGATORIA Y DEBE SER
APROBADA.

e Ante cualquier duda, pueden remitirse al foro de consultas respectivo, o bien,
contactarme por mensajeria interna.
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Para la aprobacion de la actividad, se consideran los siguientes criterios:
1. Participacion activa de cada miembro.

2. Claridad, orden y coherencia del trabajo.
3. Entrega dentro del plazo estipulado.
4. Uso correcto de la ortografia y el lenguaje matematico.

2. Foro de construccion.
Foro #2: ; Como determinar el tipo de ED de primer orden?

Bienvenidos nuevamente a un espacio conjunto de intercambio de saber.

Para esta oportunidad, se les abre este espacio con el fin de establecer entre todos,
algo que les sera de mucha utilidad préctica.

El estudio de los distintos tipos de ED de primer orden ha provisto de diversas
formas de resolucién de dichas ED. Esto implica saber, a priori, c6mo reconocer una
ED para luego poder escoger el método de solucion apropiado. Es por eso que, se
le plantea la interrogante:

¢, 0Oué elementos o detalles en el planteamiento de una ecuacién diferencial son los
mas importantes para identificar con facilidad el tipo de ED y consecuentemente, su
método de solucidon?

Debe proporcionar una respuesta amplia, utilizando ejemplos concretos (pueden
incluirse como archivos adjuntos o incrustados, usando las herramientas de la
plataforma).

Ademas de la intervencidén propia, debe replicar al menos la intervencién de 2
comparieros, en las que enriqguezca o ponga en discusion lo planteado por ellos,
proporcionando el debido sustento a sus aportes.

Se dispone de 4 dias a partir del momento en que se habilita el foro, para realizar
todas las participaciones solicitadas. EI mismo se cerrara al 00:00 del dia siguiente
de la fecha limite y a partir de ese momento, no se recibiran mas intervenciones,
incluyendo aquellas que se hagan llegar por otros canales como la mensajeria
interna.

La aprobacién de la actividad estara sujeta a los siguientes criterios:

e Cumplimiento del plazo de entrega y del nUmero de intervenciones pedidas.
e Precision de la definiciébn dada

e Coherencia del ejemplo dado con el concepto definido.
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e Ortografia y uso correcto del lenguaje matemaético.

No olviden ir trabajando en las listas de ejercicios que aparecen en las fuentes
facilitadas:

a. Lista de ejercicios del Profesor Allan Lacy.

b. Lista de ejercicios del Profesor José Rosales-Ortega.

c. Libros de Kiseliov et. al. y Dennis Zill.

Los espero pronto en el foro y estaré al tanto de sus actividades... jNos
seguimos viendo virtualmente!

Clase 3: Algunas aplicaciones de las ED de primer orden a otras disciplinas.

jArrancamos la tercera y Ultima semana en la cubriremos el primer capitulo de
nuestro curso!
Y continuamos con contenidos que, de alguna manera ya hayan trabajado en curso
propios de sus disciplinas o se les hagan familiares luego... Estudiaremos las
aplicaciones de las ecuaciones diferenciales vistas en las 2 semanas anteriores.
iComencemos!
Aplicaciones de las ED de primer orden
Las ecuaciones diferenciales tienen diversidad de aplicaciones en ramas como la
fisica, la biologia, termodinamica, etc. Vamos a ver una de serie de estas
aplicaciones en las que las ecuaciones de primer tienen un papel preponderante en
el estudio y modelado de varios fendmenos. Comenzamos con varios de ellos...
a. Ecuacion Diferencial de una familia uniparamétrica de curvas.
Geométricamente hablando, una familia de curvas corresponde a un conjunto de
curvas de satisfacen una determinada ecuacion (algebraica) en cuya forma esta
presente un parametro (constante numérica). Generalmente se representan por
medio de una ecuacién cuya estructura es:

e(x,y,a) =0
En la que x representa variable independiente, la variable dependiente es y, ademas
de que a representa la constante arbitraria. Derivando a ambos lados y despejando
la derivada (si el parametro desaparece tras la derivacion o bien, eliminando el
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parametro al sustituir lo hallado en la ecuacion original), se debe llegar a una
ecuacion diferencial de la forma:

y' =f(x¥)
Que corresponde a alguno de los tipos ya estudiados y que, por ende, se conoce Su
método de solucion.

b. Trayectorias Ortogonales
Las trayectorias ortogonales de una familia de curvas corresponden a otra familia de
curvas que cumplen una propiedad en particular; en los puntos de interseccion entre
curvas de las familias mencionadas, las tangentes a dichas curvas son ortogonales,
como se aprecia en el grafico siguiente:

Para calcular la ED de una familia de trayectorias ortogonales a otra familia dada,
requerimos conocer de la ecuacién algebraica que representa a la dada inicialmente
y aplicar el proceso previamente visto de hallar la ED:

y'=flxy)
Luego esta ED se transforma a:
. -1
YT Few

La cual corresponde a la ED de las trayectorias ortogonales y, por ende, es la que
resolvemos para encontrar a familia buscada.

c. Crecimiento poblacional

El estudio de las poblaciones mediante una ecuacion de primer orden se limitara al
estudio de poblaciones aisladas y sin migracion. Para ello, se establece una ED a
partir de la Ley de Malthus, la cual indica que el crecimiento de una poblacion
(respecto al tiempo) con las caracteristicas anteriores, se da con una tasa
proporcional a la cantidad presente, donde la constante de proporcionalidad esta
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dada por la diferencia entre las tasas de natalidad y mortalidad. Es decir, el modelo
esta dado por:

}.‘" = k_].
Condicionado a una poblacion inicial:
y(0) =y
Y a la condicién
}’(tg} = P

Que refleja la cantidad de poblacion después de un determinado tiempo to.
La solucion general de la ED planteada antes es:

v(t) = Ce*t
La cual se particulariza tras la aplicacion de las 2 condiciones anteriores.

d. Mezclas Quimicas
Un problema de estudio sobre mezclas quimicas es aquel modela la cantidad de
una sustancia (usualmente se trabaja con sal, disuelta en liquido, generalmente
agua) presente en un tanque u otro dispositivo de almacenamiento, en el cual hay
tanto un ducto de entrada como otro de salida, en el que entra y sale,
respectivamente, cantidades de la sustancia en estudio. En este caso, se plantea el
modelo:

x'(t) = cantidad de sal entrante — cantidad de sal saliente
Que permite llegar a la siguiente ecuacion de primer orden, no homogénea:
r:x(t)

"ty +——=
X(} VD+(TB_Ts}t

TaCa

Donde:
T, = rapidez de entrada de la sustancia

£, = concentracion de entrada de la sustancia
1, = rapidez de salida de la sustancia

Vy = volumen inicial de liquido en el tanque

Graficamente, se puede visualizar el modelo de la siguiente forma:

Ingreso de sustancia

Salida de sustancia

Ty- e donde
I

(D) = x4 ‘ o= x(t)
: Vo —(r.—rt

Wolumen deltanque:
Wty =WVy+({r.—r,)-t

Dependiendo de las diferencias entre las rapideces de entrada y salida de liquido,
tendremos vaciamiento, desbordamiento o mantenimiento de nivel de volumen en el
tanque.

e. Ley de Enfriamiento de Newton
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La Ley de enfriamiento de Newton se establece de manera muy sencilla:
“‘En un medio con temperatura constante, donde se introduce un objeto con una
determinada temperatura inicial, la variacion de la temperatura (respecto al tiempo)
de dicho objeto sera proporcional a la diferencia entre la temperatura del objeto y la
del medio en que se encuentra éste”.
Lo anterior, permite la formulacion de la siguiente ecuacion diferencial (en variables
separables)

T'(t) = k(T —T,)
Donde

T, = Temperatura del medio

La anterior ecuacion tiene como solucion general a:
T(t) =Ce** + T,

Y esta sujeta a las siguientes dos condiciones:
T(0) =T,

T(tl}le
Lo cual conduce a una solucién particular que puede simplificarse aplicando
propiedades de potencias y logaritmos. Graficamente, se puede apreciar asi:

(0, Tq)

Lo cual indica que, transcurrido mucho tiempo después de que el objeto es
introducido al medio, su temperatura sera cada vez mas proxima a la de éste.

Teorema de Existencia y Unicidad de la solucion de una ED de primer orden.
Para cerrar esta tercera case, presentaremos un teorema que justifica lo realizado
en varios problemas de este primer capitulo; la existencia de la solucién particular
de una ED de primer orden:

v =flxy)
Dada una determinada condicion inicial:
J":xn} =%Yo

Lo anterior, en el caso del cumplimiento de las siguientes condiciones:
flx,v) es continua en unaregion D del plano xy

a
ﬂ_f' es continua en una region D del plano xy

Implica que la solucion particular hallada es Gnica y de ahi que, graficamente, solo
una curva (que representa una funcion solucion de la ED) contenga al punto (Xo,Yo)-
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Para recapitular un poco cada una de estas aplicaciones, les sugerimos observar la
siguiente presentacion:
http://prezi.com/jfxjza2tf xf/?utm_campaign=share&utm_medium=copy
Asi como el siguiente video, con algunos ejemplos ilustrativos de algunas de ellas:
https://www.youtube.com/watch?v=hDpwIRFLEFg&rel=0

ASIGNACIONES

Las actividades de esta semana son las siguientes:

1. Prueba Corta #1

Bienvenidos a esta primera prueba corta, en la que se pretende medir todo lo visto

en este primer capitulo del curso; el manejo de los conceptos tratados y la

adquisicion de distintas habilidades y destrezas para resolver ecuaciones

diferenciales de primer orden.

Deben seguirse las siguientes instrucciones:

e Se presentan 5 ejercicios al azar que deben responderse en un maximo de 2
intentos, para lo cual se cuenta con una hora de tiempo a partir del momento
en que se inicia un intento. Procure evitar una inactividad mayor a 5 minutos,
ya que ello provocara que se cierre la sesion y termine el intento,
independientemente del desarrollo logrado hasta ese momento.

e La actividad no tiene peso cuantitativo en la nota final del curso, sin embargo,
DEBE SER APROBADA Y REALIZADA DE FORMA OBLIGATORIA. Para
efectos de aprobacion de la actividad, tenga en cuenta que se tomara la
mayor nota obtenida en los 2 intentos.

e Asegurese de haber contestado cada uno de los items. Una vez hecho esto,
dar click en el boton “Enviar todo y terminar” para comprobar sus respuestas
y obtener su nota.

e La prueba estard disponible durante 7 dias desde el momento de la
publicacién de la Clase 3.

2. Foro de construccion.
El foro para esta clase se detalla a continuacion:
Foro #3: Interpretando graficamente el Teorema de Existencia y Unicidad.

El Teorema de Existencia y Unicidad nos indica las condiciones necesarias para
poder garantizar que un problema de valor inicial, conformado por una ecuacion
diferencial de primer orden y un valor particular de la funcién solucion, tenga una
Unica solucion en una determinada region del plano xy. A partir de esto:

..COmMo se interpreta graficamente el Teorema de Existencia y Unicidad, aplicado a
un ejemplo en concreto?
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Debe proporcionar una respuesta amplia, utilizando ejemplos concretos (pueden
incluirse como archivos adjuntos o incrustados, usando las herramientas de la
plataforma).

Ademés de la intervencion propia, debe replicar al menos la intervencion de 2
comparieros, en las que enriquezca o ponga en discusion lo planteado por ellos,
proporcionando el debido sustento a sus aportes.

Se dispone de una semana (7 dias) a partir del momento en que se habilita el foro,
para realizar todas las participaciones solicitadas. El mismo se cerrara al 00:00 del
dia siguiente de la fecha limite y a partir de ese momento, no se recibiran mas
intervenciones, incluyendo aquellas que se hagan llegar por otros canales como la
mensajeria interna.

La aprobacion de la actividad estara sujeta a los siguientes criterios:

e Cumplimiento del plazo de entrega y del nUmero de intervenciones pedidas.
e Precision de la definicion dada

e Coherencia del ejemplo dado con el concepto definido.

e Ortografia y uso correcto del lenguaje matematico.

iNo gueda mas que invitarlos a trabajar desde ya! {No se queden atras!

5. Captura de pantalla de las clases

Clase 1:

T T < - - -
D No es sequro | emao cr.accr Q % :

& ® Omecorsberniner (%) -

Clase #1: Introduccién a las Ecuaciones Diferenciales; conceptos y terminologia basica. Ecuaciones Diferenciales de
Primer Orden en variables separables y reducibles a ellas.

jBienvenidos formalmente a nuestra primera clase virtual del curso!

09:48 2. m.
31/10/2018

CHM S Qe
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Del conocimiento adquirido en [0s cursos previos. ya tenemos una respuesta 3 esta interrogante: se trata de la funcion:

y=¢
Ahora bien la igualdad establecida antes. corresponde a una ecuacion y como toda ecuacion. tiene cantidades conocidas y desconocidas (0 variables). Particularmente, en este caso notamos que 1a variable de la
ecuacién corresponde a una funcion (y) y ademds de ella estd involucrada su derivada. Esto en esencia, es una ecuacién diferencial... Es una ecuacién que cuya incégnita es una funcién y en Ia que estin
presentes dicha funcién y/o algunas de sus derivadas, hasta de orden “n”, asi como funciones o expresiones que dependen de la(s) variable(s) independiente(s) de la funcién incognita.

pos de ecuaciones diferenciales

Ls cantidad de variables independientes de Ia funcion incognita nos dice permite clasificar las ecuaciones diferenciales en dos tipos, a saber:

CUNCIONESIDIEERENCIRLES]

Ecuaciones
Diterenciales.
sl Parciales (EDP's)
Funcien ncogna Funcion reogrta
ependerie dependierte
e una UNICA vorabie de VARAS variobles
eJEMPLOS. eJEMPLOS.
_»‘ v By
v ) L A A

Orden de una ecuacién diferencial

Como recién vimos en la definicién, en las ecuaciones diferenciales pueden estar presentes derivadas de hasta orden “n’. Eso nos permite deducir el concepto de orden. pero en este caso de la ecuacibn diferencial
Serd aquel que corresponde al mayor orden de las derivadas presentes en la ED. Siendo as(. podemos ver lo siguiente:

Micresoft Word - FASE 7 Estruc % [EIRUISICEINN
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Como recién vimos en La definicidn, en las ecuaciones diferenciales pueden estar presentes derivadas de hasta orden “n’, Eso nos permite deducir el concepto de orden, pero en este caso de la ecuacion diferencial
Sera aquel 1y de las derivadas tes en la ED. Siendo a5 podemos ver lo siguiente: &

HIL (RDEN

1
=B poses hasko primer dervada

a
o i Posee hasto segunda derivoda
e

Solucién de una ecuacién diferencial y tipos de solucién de una ED.

Continuande un poca can Ia parte canceptual y vohiendo al ejemplo de Ls ecuacién:

Indicamas que la funcidn

Era solucién de esta ecuacién, dado que satisfacia la igualdad planteada. Con base en esto, podemas ver que la solucién de una ecuacién diferencial es una funcién (definida en un intervalo adecuado) que
satisface la dicha ecuacién diferencial; es decir, aquella que hace que Ia igualdad planteada, sea verdadera.

G MA-1005 Alsjueia

view.php?id=16134

€« G ® Noessequro | emosdieemate.ucracar/mod/page/

renclal y tipos

Continuanda un poco con 1a pante canceptual y volviendo al gjemplo de I3 cuscion:

Indicamos que | funcién

Era solucién de esta scuacién. dade que satisfacia Ia igusldad plantsada. Con base en esta, podemos ver que Ia solucién de una ecuacién diferencial es una funcion (definida en un intervalo adecuado) que
satisface I i e decir, 4 que I igualdad planteads, sea verdadera.

Existen 3 tipos de solucion de una ecuacion diferencial, |as cuales se resumen de manera ejemplificada en la siguiente imagen:

ETEMPLO: Para la ecuacién diferencial: 3

 Sokein Geners @eCp |

L S W
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Un resumen de los conceptos previamente tratados se encuentra disponible en la siguiente presentacion:

Conceptos Basicos sobre las
Ecuaciones
Diferenciales:

>

Presentar

Nos adentramos ahora en el estudio de casos particulares de ecuaciones difes y sus métodos de solucion. C dicho estudio con ecuaciones de primer orden, las cuales estan conformadas por la
primera derivada de la funcion incognita (sf o sf debe aparecer en la D). asi como por la funci6n incognita y expresiones que dependan de ella y de 1a variable independiente (no es estricto que aparezcan en i ED)

£l primer tipo de ecuaciones diferenciales de primer orden que veremos. son unas que poseen un métoda de solucion particularmente muy senclio: Las ecuaciones en variables separables.

{Pero qué quiere decir la frase “variables separable

"2 Ya sabemos que nuestra ecuacion tiene una incognita g
independiente (generalmente se usa X" o “t'), Entonces, suponiendo que nuestra funcion incognita es:

orresponde a una funcion (que 3 su vez &s variable dependiente de otra variable, liamada

=y(=)

Lo que procede es 3 aplicar una sene de propiedades y procedimientos que nos permitan agrupar términos comrespondientes 3 cada variable de un solo lado de Ia ecuacion diferencial. partiendo del hecho que:

Ciclo de Maestria en Entornos

€ C @ Noessequro | emoodieemate.ucraccr/im

Nuestro propésito es. en buena teoria, poder despejar la variable dependiente en términos de 1a independiente. Para ello. note que debemos “deshacemnos™ de los diferenciales.. ;Y como lo hacemos? Bueno
recordemos que los diferenciales guardan alguna familiaridad (jaunque no son lo mi qQue un proceso “inverso” a elios. es |a Integracién. Es por ello que. debemos realizar esta operacion a ambos lados de la
igualdad anterior. para luego poder efectuar, en los casos que sea posible. el despeje de nuestra incognita (existiran casos donde despejar ta incégnita sea muy dificil, engorroso y hasta imposible. por lo que se
aconseja dejar a solucion de forma implicita)

Veamos el siguiente video ilustrativo con un par de ejemplos muy simples de ecuaciones diferenciales que se pueden resolver mediants

Halle la solucién general de
‘ecuacién diferencial:

variables separables

sowiean B

Ecuaciones reducibles a separables mediante cambios de variable.

No podemos esperar que todas las ecuaciones diferenciales de primer orden puedan ser resueltas mediante variables separables... Sin embargo, existen casos donde es posible realizar cambios de variables

(sustituciones de la variable dependiente y

e su derivada) que permiten obtener ecuaciones diferenciales cuya forma si es compatible con la separacién de variables.

Un claro gjemplo de ello se puede apr

iar por medio del siguiente video:

€ 9 C @ Noesseguro | emoodie.emate.ucr.accr/mod/pa

Hay un caso de estas ecuaciones diferenciales reducibles 3 separables que merece especial atencion. Procedemos 3 descri

Un caso especial: La Ecuacién Homogénea.

Las ecuaciones diferenciales homogéneas

4n aquellas de 1a forma:
v =rizy

Lss reconocere:

< 3 partir de alguna de las siguientes caracteristicas:

Los términos de la funcién f(xy) tienen todos el mismo grado (cuando se trate de polinomios, divisién de polinomios € incluso, radicales).
Los términos de fa funcién f(xy) se pueden escribir todos en téminos de y/x es decin

La forma de resol resuelve haciendo el planteamiento:

y=ur
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Clase #2:

6134 a x & :

< G (@ Noesseguro | emoodie.emate.ucr.accr/mo

age/view.php?id

Luego de ello y un poco de X riables separables. 1a cual ya sabemos como resolver. Después de resolveria. lcar o alasva
originsles.

Un pequefc ejemplc en video se muestra en seguida:

n i Integramos

w-a i e

ASIGNACIONES

Tras I3 lectura del material oblgatorio (primeras 15 paginas) y estudio de esta clase. se les proponen las siguientes actividades:

1. Elaboracién de un glosario: lace. se proponen una serie de conceptos. de los cuales se selecciona una 3 elegir y elaborar una definicion propia del mismo en el glosaric, de manera que entre todos
construyan una base comiin de definiciones a las que pueden sccesar en cualquier momento. Ls definicion debe ir acompafiada de un ejemplo ilustrativo y serd sometida a revisién por parte del dacente, una vez que
ésta haya sido elaborada y el participants le notifigue, mediants menssjeria intema. En caso de contar con el visto bueno del dacente. se otcrga =l grada de aprobacién.

Los criterios de evaluacién de esta actividad serdn los siguientes:

Cumplimiento del plazo de entrega
Precisién de la definicion dada

Caherencia del sjempio dado can &l concepto definido.
Onografia y usa comecta del lenguaje matemstico,

Se dispanen de 7 dias para cumplir 3 cabalidad con esta asignacicn, desde el momento en que la actividad es habilitada en la plataforma {se activa al misma tiempo que la clase).

C ® Noesseguro | emoodie.emate.ucr.ac.cr/mod/

Ciclo de Maestria en Entornos V #t Word - FASE 7 Estru Gl MA-1005 Alajuela (Virtualy: Claz- xS
- v

x
id=16134 an @

2. Foro de construccién: Los invitamos desde ya a nuestro primer foro, al cual se puede accesar dando click sobre el siguiente titulo:

Reciban la mas cordial bienvenida 3 este primer espacio conjunto de interaccion. En este espacio vamos 3 intercambiar de manera conjunta y colaborativa, nuestras percepciones sobre el concepto de solucién de una
ecuacion diferencial. de forma que al final de dicho intercambio, logremos englobar todo Io expuesto y fusionarlo en una definicion producto del aporte de todos ustedes.

tos ya conocidos por ustedes, como la derivacion (simple & implicita). asi como de la

€l proceso de comprobacion para saber si una funcién es o no, solucién de una ED, requiere basicamente de técnicas y procedimier
realizacién de operaciones y aplicacion de propiedades y leyes.

Con base en estos elementos:
£émo se puede definir. de Ia forma mis Iégica. amplia y detallada. e concepto de solucién de una ecuacién diferencial?

Debe proporcionar una respuesta amplia y utilizando sus propias palabras. Puede valerse de referencias externas pero su respuesta debe ser lo mis original posible. Para esto, tendrs qu
comentado por otros participantes.

er en cuenta también lo ya

Adems de I intervencion propia, debe replicar al menos la intervencién de 2 comparieros, en las que complemente o refute lo planteado por ellos, proporcionando argumentos e inclusive, jemplos validos.

Se dispone de una semana (7 diss) a partir del momento en que se habilita el foro, para realizar todas las participaciones solicitadas. £l mismo se cerraré al 0000 de! dia siguiente de a fecha limite y a partir de ese
momento, no se recibiran mis intervenciones. incluyendo aquellas que se hagan llegar por otros canales como la mensajeria intema.

La aprobacién de la actividad estard sujeta 3 los siguientes criterios:

Cumplimiento del plazo de entraga y del nimero de intervenciones pedidas,
Precision de la definicion dada

Coherencia del ejemplo dado con el concepto definido.

Ortografia y uso correcto del lenguaje matemitico.

Asi mismo. ya pueden ir practicando sus nuevos conocimientos, resolviendo los ejercicios disponibles en 10s fibros de Kiseliov et. al y el de Dennis Zi

Adelante, que tenemos muche por hacer y aprender!

© Ciclo de Maestria en Entormos
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Clase #2: Otros tipos de ecuaciones de primer orden: Las ecuaciones exactas y las reducibles a ellas por medio de factores

integrantes. Ecuaciones lineales de primer orden y reducibles a ellas mediante cambios de variable. 4
729
A
R®)
1
(Comenzamos nuestra segunda semana de trabajo con mds para aprender de este mundo de las ecuacionss diferenciales! 1]

Después del estudio de los conceptos basicos y un primer tipo de ecuaciones diferenciales de primer orden como lo son las de variables separables y algunos casos reducibles a ellas (entre [as que destacaron las
homogéneas). proseguimos con e estudio de mas tipos y sus métodos de sokucion.

Ecuaciones Exactas: Métodos de solucién

Continuando con el estudio de las ecuaciones diferenciales de primer orden. nos encontramos con las denominadas “Ecusciones Exactas”, las cuales son aquellas que. al plantearse de la forma:
M(z,y)dz + N(z,y)dy=0

Deben satisfacer Ia siguiente iqualdad

Esta estructura coincide con el resultado de obtener el denominado *Diferencial total” de una funcién de 2 variables, I3 cual se halla igualada 3 0. En términos més precisos, esto es el resultado de aplicar el denominado

diferencial total 3 la funcion:

el =C

L3 cual ser Ia solucién de I3 ecuacion diferencial exacta. Es decir, asi se plantea la solucion. Pero... ;C6mo la encontramos? Prestemos atencién al siguiente esquema: I
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1 exacta. Es decir, asi se plantea (3 solucién. Pero... ;Como 13 encontramos? Prestemos atencion al siguiente esquema

OM _ 0N
M (x,y)ds + N(x,y)dy =0 con !
oy s

La cual sers la solucién de la ecuacion diferenci

G /Uu Wz = F(a) + H(z.p) + G(y)

Ahora bien. nos adentraremos en n problema de mayor dificultad... ;Como proceder en los casos enlos que I ecuacion diferencial, 3 pesar de poseer la estructura definida anteriormente, no cumple la igualdad entre
las derivadas parciales antes mencionada? De esto nos ocupamos en el siguiente apartado,

Ecuaciones Reducibles a Exactas por medio de factores integrantes.
Cuando una ecuacién diferencial esté planteada como:
M(z,y)ds + N(z,y)dy =0

Pero se tenga que:

Entonces. debemos buscar una funcion llamada factor integrante. al multiplicar todos los términos de ta D onginal (que no era exacta) hace que dicha ecuacion ahora si lo sea. Las formulas para ello se especifican en

e siguiente esquema:

0:05 3. m.

Ciclo de Maestria en
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Ach se les deja un par de videos que explican como realizar el proceso. en algunos de los casos supra mencionados:

Ejemplo de una Ecuacion Diferencial Exacta mediante @

Ecuacion diferencial reducible a exacta
mediante un factor integrante de

la forma p(x.y) = f (xy)

Ejemplo 1

(14 zy)de + (2 — ™) dy =0

e Maestri en Entornes Gl MA-1005 Algjuel

page/view.php?id=16135

Qa a @ @
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camos por el Factar Integrante
ambos de la ED y simplificamos:

(371 ey e+ (4

Ecuaciones Lineales de Primer Ordh ¥ MNo

Empezamos el estudio de las ecuaciones lineales y lo hacemos con el caso mis simple de todos: 1a ED Lineal de primer crden. En la siguiente imagen se ilustra las 2 formas en como se trabajard esta ecuacién:

FORMAS DE LA et
ECURCION:

plrly=als)

vaplmy = 0

Yepledy = ald) = y=e [ eterelrreas
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Ecuaciones Reducibles a Lineales: Ecuaciones de Bernoulli y Ecuaciones de Riccatti

izaciones de la Ecuacién Lineal de Primer Orden: se tratan de las ecuaciones de Beroulli y de Riccatti,

Tras ¢l estudio de la ecuacion lineal, estamos en capacidad de analizar dos casos que corresponden a general

Por medio de un cambio de variable, ambas ecuaciones se terminan convirtiendo en lineales de primer orden. Los cambios de variable se presentan a continuacion

ECUACIONES BE BERNOULLI Y RICCATTI

s pia)y=ale)y"

Ecuaciones de Segundo Grado con Variable Ausente.

rimer orden (posee s6lo primera derivada de la funcién incognita), con el fin de aplicar la teoria vista hasta ahora sobre las ED de primer
riables (x 0 y) no estars presente en dichas ED.

Si bien es cierto, este capitulo 1 del curso ests centrado en ecuaciones
orden. se va a analizar dos tipos de ecuaciones de segundo orden en las que. en ambos casos, una de las v

Trabajaremos estas ecuaciones. empleando los siguientes cambios de variable:

a#a = :

<« G @ Moessequro | emoodieemateucraccr/mod/page view phaid
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v=v
-

Flo'.w.m=0

LGk .

En cuslquier c3so, Ia ecuscién obtenids serd una de primer orden de las ya estudiadas, las cusles ya sabemos resolver

ASIGNACIONES

Para esta semana, se debe reslizar I3 lectura y estudio de las paginas de Ia 16 a la 32 del Médulo de fa Unidsd.

Ademés, les planteamos |as siguientes tareas:

1. Wiki Di

ED de Primer Orden y Canstruccidn do Procedimiento de Solucién.

grama de
Este es un trabajo colaborativo, el cual se realizara  través de los grupos que se indican en |a siguiente tabla (se inserta tabla con Ia distribucién de participante en una cantidad de grupos a determinar en su
momenta). dela tizar en el Foro #2, de manera que se elabore un material que resuma el procesa de identificacion y resolucion de una ED de primer orden. Las
instrucciones a seguir son las siguientes:

UNA VEZ QUE YA HAYAN PARTICIPADO EN EL FORO #2, se les habilitara la edicion de la respectiva
+ Cuentan con un plazo de 4 dias para terminar | Wiki. Es decir. la Wiki estard habilitada desde este momento y hasta iitima hora del dia X
Una | producto, un grupo deberd escribir sajeria interna al docente pars hacer saber que el docente p

ki

(&l MA-1005 Alsjuela
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UNA VEZ QUE YA HAYAN PARTICIPADO EN EL FORO #2 se les habilitard la edicién de |a respectiva Wiki.
+ Cuentan con un plazo de 4 diss pars terminar | Wiki, Es decir, |a Wik estara habilitads desde este momento y hast ditima hora del dia X.
Una vez elsborad el praducta. un integrante del grupo deberd escribirle por mensajeria intema al docente para hacer saber que el docente puede revisario,
+ Recuerde que. al igual que todas las demds actividades del curso que no tienen peso cuantitativo, ESTA ACTIVIDAD ES OBLIGATORIA ¥ DEBE SER APROBADA.

Ante cualquier duda, pueden remitirse al foro de consultas respectivo, o bien, contactarme por mensajerfa intema.

Parz la i 2 actividad, los iterios:

1. Participacién activa de cada miembro
2, Claridad, orden y coberencia del trabajo.

3. Entrega dentro del plazo estipulad.

4 Uso correcta de 1a ortografia y el lenguaie matemitico.

2. Foro de construccién.

mo determinr el tipo de D de prime

3 un espacio conjunto de i de saber.
Para esta oportunidad, se les abre este espacio con el fin de establecer entre todos, alg que les serd de mucha utifidad practica.

El estudio de los distintos tipos de ED de primer orden ha provisto de diversas formas de resolucion de dichas ED. Esto implica saber, a priori. céma reconocer uns ED para luego poder escoger &l método de solucién
apropiado. E5 por es0 que. se le plantea la interrogante:

1Qué elementos o detalles en el planteamiento de una ecuacién diferencial son los més importantes para identificar con facilidad el tipo de ED y consecuentemente. su méitodo de solugén?
Debe proporcionar una respuesta amplia, utilizando ejemplos concretos (pueden inchirse como archivos adjuntos o incrustados, usando las herramientas de la plataformal.
Ademds de la intervencion propia. debe replicar al menos la intervencién de 2 compafiercs. en las que enriquezca o ponga en discusion lo planteado por ellos, proporcionando el debido sustento a sus aportes.

Se dispone de 4 dias a partir del momento en que se habilita el foro, para realizar todas las participaciones solicitadas. El misma se cerrara al 00:00 del dia siguiente de Ia fecha limite y a partir de ese momento, no se
recibiran més intervenciones, incluyendo aquellas que se hagan llegar por otros canales como ks mensajeria intema

Ls aprobaci6n de la sctividad estaré sujeta a los siguisntes criterios:
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i estudio de los distintos tipos de ED de primer orden ha provisto de diversas formas de resolucién de dichas ED. Esto implica saber, 2 pricri, como reconocer una ED para luego poder escoger el método de solucién
apropiado. Es por eso que. se le plantea la interrogante:

Qué elementos o detallesen el de una ecuacion diferencial son los mé: rara dentificar con facilidad ¢l ting de ED v consecuentemente. su método de solucion?

Debe proporcionar una respuesta amplia utifizando ejemplos concretos (pueden incluirse como archivos adjuntos o incrustados. usando Ias herramientas de la plataforma)
‘Ademas de la intervencién propia, debe replicar al menos la intervencion de 2 companeros. en las que enviquezca o panga en discusion o planteado por ellos. proporcionando el debido sustento 3 sus aportes.

Se dispone de 4 dias a partir del momento en que se habilita el foro. para realizar todas las participaciones solicitadas. £l mismo se cerrard al 00:00 del dia siguiente de 1a fecha limite y a partir de ese momento, no se
recibiran més intervenciones, incluyendo aquellas que se hagan llegar por otros canales como Is mensajeria in

L3 aprobacion de la actividad estara sujeta a los siguientes criterios:

Cumplimiento del plazo de entrega y del nimero de intervenciones pedidas.
Precisién de la definicion dada

Coherencia del ejemplo dado con el concepto definido.

Ortografia y uso correcto del lenguaje matemitico.

No olviden ir trabajando en las listas de ejercicios que aparecen en las fuentes facilitadas:

a e del Profesor Allan Lacy

b. Lista de eje

€. Libros de Kisels

Los espero pronto en el foro y estaré al tanto de ivie iNos viendo vi

Unima modTicacie:

Gl MA-1005 Alsjuela
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Clase 3: Algunas aplicaciones de las ED de primer orden a otras disciplinas. o8-
jArrancamos la tercera y tiltima semana en la cub el pri itulo de nuest q
¥ cantinuamas can cantenidos que. de alguna manera ya hayan trabajado en cursa propios de sus disciplinas o s les hagan familiares luego. Ias apli de las ecuaciones vistas en las

2 semanas anteriores. ;Comencemos!
Aplicaciones de las ED de primer orden

Las ecuaciones diferenciales tienen diversidad de aplicaciones en ramas como la fisica. la biologla. termodindmica. etc. Vamos a ver una de serie de estas aplicaciones en las que |as ecuaciones de primer tienen un papel
preponderante en el estudio y modelado de varios fenémenos. Comenzamos con varios de ellos.

Ecuacion Diferencial de una familia uniparamétrica de curvas.

Geométricamente hablando, una familia de curvas corresponde a un conjunto de curvas de satisfacen una determinada ecuacidn (algebraica) en cuya forma esta presente un parmetra (constante numérical.
Generalmente se representan por medio de una ecuacién cuya estructura es

lzya)=C

En Iz que x represent variable independiente. 13 variable dependiente es y, ademss de que a representa la constante arbitraria. Derivando a ambaos lados y despejando La derivads (si el pardmetro desaparece tras la
derivacién ¢ bien eliminando el parametro al sustituir o hallado en a ecuacion original. se debe llegar a una ecuacidn diferencial de la forma;

v =1z

Que corresponde a slguna de los tipos ya estudiados y que. por ende, se conace su método de solucién.

© Ciclo de Maestria en Entornos ¥
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b. Trayectorias Ortogonales

s de las familias mencionadas. las

s trayectorias ortogonales de una familia de curvas corresponden a otra familia de curvas que cumplen una propiedad en particular: en los puntos de interseccion entre cur
tangentes a dichas curvas son ortogonales, como se aprecia en el grafico siguiente:

Para calcular la ED de una familia de trayectorias ortogonales a otra familia dada, requerimos conocer de la ecuacion algebraica que representa a la dada inicialmente y aplicar el proceso previamente visto de hallar la

ED:

v =/lzy

L ]
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Luego est ED se transforma &

v

~ Fiesd

La cual corresponde 3 Ia ED de las trayectorias ortogonales y. por ende. es 13 que resolvemos para encontrar a familia buscads,

<. Crecimiento poblacional

El estudio de las poblaciones mediante una ecuacion de primer orden se limitard al estugio de poblaciones aisladas y sin migracién. Para ello. se establece una ED a partir de 1a Ley de Malthus. la cual indica que el
crecimiento de una poblacién (respecto al tiempa) con Las caracteristicas anteriores, se da con una tasa proporcionsl 3 |a cantidad presente. donde 2 con: de proporcicnalidad est dada por Is diferencia entre las
tasss de natalidad y mortalidad. Es decir, el modelo ests dado por.

vk
Condicionado 3 una poblacidn ini
¥ =w
i) =P
Que refleja la cantidad de poblacion después de un determinado tiempo 1.
La solucidn general de la ED planteada antes es
(t) = Ce

La cual se particulariza tras I aplicacién de las 2 condiciones anteriores.

« C @ Noes sequro | emoodie.emate.ucr.ac.cr/mod/page/view.php?id=16137tforce 1 Q% 2
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d. Mezclas Quimicas

Un problema de estudio sobre mezclas quimicas es aquel modela la cantidad de una sustancia (usualmente se trabaja con sal, disuelta en liquido, generaimente agua) presente en un tangue u otro dispasitive de

almacenamiento, en el cual hay tanto un ducto de entrada coma otro de salida, en el que entra y sale. respectivamente. cantidades de la sustancia en estudio. En este caso. se plantea el modelo: ¢
2 (t) = contidad de sal entrante Cantidad de sal salicnte
Qe permite llegar a |a siguiente #cuacién de primer orden. no homcgénea: N
,?v]
N/
Donder
TTp— L
P——
R —
A——
Graficamente, se puede visualizar el modelo de la siguiente forma: =
i )
Dependiendo de las diferencias entre las rapideces de entrada y salida de liquida. tendremos i ° irmi d | umen en &l tanque.
e. Ley de Enfriamiento de Newton -

© Ciclo de Maestria en Entormos \
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e. Ley de Enfriamiento de Newton

La Ley de enfriamiento de Newton se establece de manera muy sencilla

£n un medio con temperatura constante. donde se introduce un objeto con una determinada temperatura inicial, 1a variaci6n de a temperatura (respecto al tiempo) de dicho objeto serd proporcional a la diferencia
entre [a temperatura del objeto y fa del medio en que se encuentra éste”.

Lo anterior, permite Ia formulacién de la siguiente ecuacion diferencial (en variables separables)

T'(0) = k(T

Donde

Temperatura del  medio

L3 anterior ecuacion tiene como solucion general 3

T(t)=Ce¥ + T,,
¥ estd sujeta a las siguientes dos condiciones:
T0)=T,
) =T,

Lo cual conduce a una solucién particular que puede simplificarse aplicando propiedades de potencias y logaritmos, Gréficamente, se puede apreciar asi:

roxima a 13 de éste.

[ R A
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Teorema de Existencia y Unicidad de la solucién de una ED de primer orden.

Para cerrar esta tercera case, presentaremos un teorema que justifica lo realizado en varios problemas de este primer capitulo: la existendia de la solucién particular de una ED de primer orden:
¥ =flz.y)
Dada una determinada condicién inicial:
yiro) =36

Lo anterior. en &l caso del cumplimiento de las siguientes condiciones

flx,y) es continua en una regién D del plano xy

)
;f_ es continua en unaregién D del plano xy

Implica que la solucién particular hallada es tnica y de ahi que. graficamente. 5610 una curva (que repr

esenta una funcién solucién de la ED) contenga al punte (x

Para recapitular un poco cada una de estas aplicaciones les sugerimos observar La siguiente presentacion

Aplicaciones de las ED&#039;s de
Primer Orden vo osniel canzsios riiez

Cico de Maestria en Entornos V. X Microsoft Word - FASE 7 Estruc
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Para recapitular un poco cada una de estas aplicaciones, les sugerimos observar I3 siguien

Aplicaciones de las ED&#039;s de =
Primer Orden ro sl Gorasies

Asi como el siguiente video, con algunos ejemplos ilus

ASIGNACIONES -

Cicko de Maestria en Entormes Vi X
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Las actividades de esta semana son las siguientes

1. Realizacién de la Prusba Corta #1

Deben accesar a ésta dando click en el hipenvinculo anterior. En la misma se detallan las consignas e instrucciones parasu realizacién.
2. Foro de construccién.

1 foro para esta clase (al cual se accesa dando click sobre el siguiente tiuio) se detalla a continuacién:

El Teorema de Exi

ncia y Unicidad nos indica las condiciones necesarias para poder garantizar que un problema de valor i
funcién solucion tenga una dnica solucién en una determinada regin del plano xy. A partir de es

icial. conformade por una ecuacian diferencial de primer orden y un valor partic

+Cémo se interpreta grificamente ol Taorema de Existencia y Unicidad, aplicado a un e

jemplo en concreto?

Debe proporcionar una respuesta ampla, utiizando ejempios concretos (pueden incluirse camo archivos acjuntos o incrustados, usando las herramientas de la plataformal,

Ademas de la intervencion propia. debe replicar al menos la intervenc

i6n de 2 companeros. en las que enfiguezca o ponga en discusion lo planteado por ellos. proporcionando el debido sustento a sus aportes

Se dispone de una semans (7 dias) a partir del momento en que se habilta el fo cdss. El mismo se cerrard al 00:00 del di

momenta, no se recibirdn mas intervenciones, incluyenda aquellas que se hagan llegar por otros canales como la mensajeria interna.

ara realizar todas las participaciones 5o siguiente de la fecha I

¥ a partir de ese

La aprobacion de la actividad estard sujeta a los siguientes criterios:

Cumplimienta del plazo de entrega y del nimero de intervenciones pedidas.
+ Precision de |a definicon dada

Coherencia del ejemplo dado con el concepto definido.

Ortografia y uso commecto del lenguaje matematice.

Mo esté demas recordaries que deben resolver las practicas los profesores Rossles y Lacy, asi coma las que vienen en los libros de Kis

iNo queda mds que invitarlos a trabajar desde ya!

o se queden atrs!
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UNIVERSIDAD DE COSTA RICA
SEDE INTERUNIVERSITARIA DE ALAJUELA
ESCUELA DE INGENIERIA INDUSTRIAL

GUIA DIDACTICA
CURSO: MA-1005 Ecuaciones Diferenciales para Ingenieria (Exclusivo para
estudiantes en condicion de rezago de la Sede Interuniversitaria de Alajuela)

Profesor: Daniel Gonzalez Nuriez

Grupo: 03 (Virtual)

Creéditos: 4

Horas Semanales: 12
Naturaleza: Teorico-Practico

I Ciclo, 2019

FUNDAMENTACION
Reciba la mas calurosa bienvenida al curso virtual MA-1005 Ecuaciones
Diferenciales para Ingenieria. Este curso le brindara las herramientas conceptuales
y procedimentales de esta rama del Analisis Matematico que requerira para poder
comprender, analizar y aplicar al estudio de fenéomenos propios de areas como la
quimica, fisica, biologia e ingenieria.

La modelizacion de fenomenos ligados a las disciplinas del conocimiento
mencionadas, requiere que el estudiante desarrolle la capacidad de resolver
ecuaciones o sistemas de ecuaciones diferenciales y ademas de ello, interpretar
analitica, geométrica y numéricamente las soluciones con el fin de comprender tales
fenomenos y con base en ellos, poder establecer una toma de decisiones dentro de
su campo de accion.

Por tanto, es de vital importancia para el profesional en formacion de las carreras
del area de la Ingenieria, el estudio y aprendizaje de los principales métodos de
solucion para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias y algunas en derivadas
parciales, en sus casos mas representativos y aplicables a la cotidianeidad del
profesional.

OBJETIVOS

Objetivo general

e Aplicar la teoria basica y los principales métodos de solucion de las
Ecuaciones Diferenciales Ordinarias y en Derivadas Parciales, con el fin de
modelar, comprender y analizar fenomenos de diversa indole, ligados al area
de especialidad.



Objetivos especificos

Reconocer diversos tipos de ecuaciones diferenciales de primer orden, con el
fin de determinar y aplicar el método de solucion mas pertinente.

Generalizar el concepto de ecuacion diferencial lineal al orden “n” con el
proposito de determinar su solucion mediante distintos métodos.

Estudiar la solucion de ecuaciones diferenciales por medio de series de
potencias, a fin de analizar casos distintos a los abordados por métodos
clasicos.

Aplicar la Transformada de Laplace para resolver ecuaciones diferenciales,
integro-diferenciales e integrales con condiciones iniciales, ligadas a
problemas de aplicacion.

Resolver sistemas de ecuaciones diferenciales por distintos métodos, con el fin
de aplicarlos a la modelizacion de situaciones cotidianas.

Resolver casos sencillos de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales
mediante el método de separacion de variables, con el fin de estudiar
fenomenos en los que intervienen funciones de al menos 2 variables.

CONTENIDOS

El curso esta dividido en 6 grandes capitulos, a saber:

s \ 4 Y VVY VVY ®

YV V

Ecuaciones Diferenciales de Primer Orden

Definicion de ecuacion diferencial ordinaria y en derivadas parciales.
Solucion, orden de una ecuacion diferencial.
Existencia y unicidad de solucién para el problema de valor inicial:

y’=1xy); yx) =yo
Ecuaciones diferenciales en variables separables. Cambios de variable.
Ecuaciones homogéneas y reducibles a homogéneas.
Ecuaciones exactas y reducibles a exactas por medio de un factor integrante.
Ecuaciones lineales y reducibles a ellas. (Ecuacion de Bernoulli, Ecuacion de
Riccatti.)
Variable ausente en ecuaciones de segundo orden.
Aplicaciones.

Ecuaciones Diferenciales Lineales de Orden “n”

Problemas de valor inicial. Existencia y unicidad de solucion.

Dependencia lineal e independencia lineal de soluciones. El Wronskyano.
Ecuacion diferencial lineal de orden n. Espacio solucion y su dimension.
Solucion general.
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Reduccion de orden (obtencion de una segunda solucion) a partir de una
solucion conocida.

Ecuaciones diferenciales lineales homogéneas con coeficientes constantes y
su ecuacion caracteristica.

Ecuaciones diferenciales lineales NO homogéneas. Método de variacion de
parametros y Método de coeficientes indeterminados.

Ecuacion de Cauchy-Euler.

Ecuaciones Diferenciales por medio de Series de Potencias

Puntos ordinarios. Solucion en una vecindad de un punto ordinario.
Puntos singulares. Solucion en una vecindad de un punto singular regular.
Método de Frobenius.

Casos especiales: raices repetidas y diferencia entera de raices.

Transformada de la Laplace

Definicion y propiedades.

Propiedades operacionales: teoremas de traslacion, derivada de wuna
transformada, transformada de una integral, transformada de una funcion
periodica. Trasformada de un cociente.

Funciones impulso de Heaviside, funcion delta de Dirac y la funcion Gamma.
Inversa de la transformada de Laplace.

Transformada de Laplace de la convolucion de funciones.

Aplicaciones de la transformada de Laplace a la solucion de ecuaciones
diferenciales e integro-diferenciales.

Sistemas de Ecuaciones Diferenciales

Uso de operadores para eliminar incoégnitas.

Forma matricial de un sistema de ecuaciones diferenciales lineales. Matriz
fundamental.

Uso de valores y vectores propios para resolver sistema lineales homogéneos
de primer orden.

Coeficientes Indeterminados y Variacion de parametros.

Ecuaciones Diferenciales en Derivadas Parciales.

Definicion y ejemplos de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales.
Solucion de algunas ecuaciones diferenciales en derivadas parciales,
sencillas.

Funciones ortogonales. Series de Fourier.

Método de separacion de variables.

Ecuacion de onda (vibraciones u oscilaciones).

Ecuacion del calor (conduccion o difusion del calor).

Ecuacion de Laplace (potencial eléctrico o gravitacional).



METODOLOGIA DE TRABAJO

La metodologia de trabajo sera tedrico-practica, en ambiente 100% virtual, en el
cual los participantes deberan ser actores activos del proceso en todo momento,
pues a diferencia de la modalidad presencial, en la que el docente acapara el trabajo
referente a la transmision de conceptos, teoremas, definiciones y detales practicos,
el estudiante debera estar inmerso en procesos de construccion del conocimiento,
tanto de forma individual (por medio de clases previamente publicadas por el tutor)
como de forma colectiva y colaborativa con sus companeros, a través de actividades
como foros y wikis. Se publicaran clases semanales en la plataforma
(especificamente los dias lunes, en el transcurso de la manana, de manera que se
cuente con toda la semana para trabajar), donde el estudiante debera estudiar todo
el material relacionado a ella y, ademas, cumplir con las asignaciones que planteen
en varias de ellas. Aunado a ello, el estudiante debera aplicar, reforzar y ampliar
sus conocimientos por medio de la realizacion de listas de ejercicios de forma, asi
como de pruebas cortas en linea de caracter formativo. Los foros y wikis se
habilitaran paralelamente junto con las clases y los plazos de participacion y
realizacion seran de una o dos semanas, dependiendo del grado de elaboracion de
cada uno (en cada clase se especificara la duracion de cada uno en particular). En
caso de que se solicite la entrega de algiin documento, se habilitara junto con la
clase, el espacio correspondiente para ello, junto con su respectivo plazo (una
semana, por lo general). Se recuerda que cada una de las actividades planteadas, a
pesar de no tener peso cuantitativo en la nota, deben ser obligatoriamente
realizadas v aprobadas, como parte de los criterios de evaluacion del curso. El
incumplimiento o no aprobaciéon de una de ellas, implica la pérdida del curso,
independientemente del rendimiento académico obtenido en las pruebas
presenciales.

Todo lo anterior se hara con la supervision y apoyo constante por parte del tutor,
mediante canales de comunicacion como el Foro de Consulta Virtual y la mensajeria
interna, en donde los aprendices podran esclarecer todas sus dudas e inquietudes
respecto a la materia de estudio. Asimismo, la mensajeria interna sera el medio
principal de comunicacion entre estudiantes y docente, aunque también se echara
mano del correo institucional (al cual tienen asociada su cuenta de Moodle) y en
ultimo caso, para situaciones de urgencia Unicamente, se empleara la aplicacion
Telegram, mediante la creaciéon de un grupo.

EVALUACION

A pesar del caracter virtual de este curso y su poblacion cursante, la evaluacion se
ajusta, por respeto a los lineamientos de la Catedra del curso, al modelo de
evaluacion constituido por 3 examenes parciales presenciales, cuyo peso porcentual
es el siguiente:

e 30% el examen de menor nota

e 35% los 2 examenes restantes.

Aunado a lo anterior y a pesar de no tener peso cuantitativo en la nota del curso,
existiran una serie de actividades evaluativas, a saber:
e Foros (2 por capitulo)



e Wikis (1 por capitulo)
e Pruebas cortas (1 por capitulo)

e Otras actividades que se especificaran con el transcurrir del curso.

Cuya resolucion y/o participacion seran de caracter estrictamente obligatorio y que
por ende, constituiran un requisito fundamental para poder, junto con el alcance de
una nota minima, aprobar el curso.

Los criterios de aprobacion/reprobacion del curso son los siguientes: Si NA
representa la nota de aprovechamiento, calculada mediante la féormula:

NA = min {IP, IIP, IIIP}*30 + [{IP, IIP, IIIP} — min {IP, IIP, IIIP}]*70

Donde IP, IIP y IIIP representan, respectivamente, las notas del primer, segundo y
tercer parcial, entonces:

e Si NA es mayor o igual a 6.75 (7), el estudiante aprueba el curso.

e Si NA es mayor o igual a 57.5 pero menor a 67.5, el estudiante tiene derecho
a realizar prueba de ampliacion. Los contenidos a evaluar seran aquellos
correspondientes a los parciales en los que el estudiante obtuvo nota inferior
a 70.

e Si NA es menor a 57.5, el estudiante reprueba el curso.

La nota se redondea al entero mas cercano cuando la parte decimal es mayores o
igual a .75 pero menor a .24. De ser esta parte mayor o igual a .25 pero menor .75,
se redondea a la media unidad.

Nuevamente, se reitera que ademas de la obtencion de una nota superior o igual a
7, se debe cumplir con todas y cada una de las actividades virtuales obligatorias, las
cuales por su naturaleza no se reponen.

En casos debidamente justificados, tales como enfermedad del estudiante (con
justificacion médica), o haber presentado dos examenes el mismo dia, o choque de
examenes (con constancia del coordinador respectivo), o la muerte de un pariente
hasta segundo grado de consanguinidad, o casos de giras (reportados por escrito) y
con el visto bueno del 6rgano responsable, se le permitira al estudiante reponer el
examen durante el periodo lectivo.

En cualquier caso, debe presentar los documentos probatorios y la solicitud de
reposicion al profesor de su grupo en los primeros tres dias habiles después de
realizado el examen. Al estudiante se le hara un examen de reposicion, segun la
fecha indicada en la tabla anterior

Ningun estudiante esta autorizado a entrar a realizar una prueba escrita, después
de 30 minutos de iniciada la misma, ni retirarse antes de 30 minutos de iniciada,
salvo casos de fuerza mayor.

Se permite el uso de calculadoras no programables en los examenes. No se permite
el uso de celulares u otros dispositivos electronicos en examenes ni en clases, sin la
autorizacion del profesor.



El profesor del grupo debe entregar a los estudiantes los examenes calificados, a
mas tardar diez dias habiles después de haberse realizado la prueba, de lo
contrario el estudiante puede presentar el respectivo reclamo a la coordinacion.

La pérdida comprobada de un examen por parte del profesor da derecho al
estudiante a una nota equivalente al promedio de su aprovechamiento o, a criterio
del estudiante, a repetir el examen.

El estudiante tiene derecho a reclamar ante el profesor lo que considere mal
evaluado del examen, en los tres dias habiles posteriores a la finalizacion de los 10
dias habiles de la entrega de la prueba calificada.

En el caso extremo de no ponerse de acuerdo el profesor y el estudiante en cuanto a
la calificacion del examen, éste ultimo podra apelar ante el Director de la Unidad
Académica respectiva en los tres dias habiles siguientes, aportando una solicitud
escrita razonada y las pruebas del caso. El Director de la Unidad Académica
respectiva, con asesoria de la Comision de Evaluacion y Orientacion, emitira su
resolucion escrita a mas tardar siete dias habiles después de recibida la apelacion.

CRONOGRAMA
Sem. | Capitulo TEMAS Evaluaciones
» Definiciones y conceptos bdsicos
ED’s de , .
1 Primer » Ecuaciones Separables y reducibles a ellas > Foro 1: Solucién de una ED.
Orden » Ecuaciones Homogéneas y reducibles a ellas
_ . » Foro 2: (Como determinar el
> Ecuacpnes Exactas y. rec_iuc:bl_es a ellas; tipo de ED de primer orden?
Ecuaciones de Bernoulli y Riccatti. A
ED’s de » Wiki: Diagrama de
2 Primer » Ecuaciones de Primer y Sequndo Orden con Identificacion de una ED de
Orden variable ausente primer orden 'y construccion
de procedimiento de
solucion.
. . .. » | Prueba Corta Virtual: Ti
» Teorema de Existencia y Unicidad de la . ru‘e‘a orta /{',ua, . res
. ejercicios de seleccidn unica.
ED’s de Solucién de una ED.
3 Prii L . » Asi ion de 2 ejercicios d
rimer > Aplicaciones de las ED de primer orden a sighacion de e;erctc./os €
Orden , . . , , los temas de las 2 primeras
fendmenos de la fisica, biologia y quimica.
semanas.
> Extension del Teorema de Existencia y
Unicidad al caso general.
00" » Foro: ¢Ecuacion
linea I:s > Definicion de Espacio Solucion y su Caracteristica u Operadores
4 de orden dimension. El Wronskiano. Diferenciales?
Ilnll
» Ecuaciones lineales de orden “n”
homogéneas con coeficientes constantes




", n

Ecuaciones lineales de orden “n” no
homogéneas con coeficientes constantes.
Coeficientes Indeterminados.

o, n

Foro: ¢ Coeficientes
Constantes o Variacion de

) Ecuaciones lineales de orden “n” con Parémetros?
EDO’s - . .
. coeficientes variables. Formula de Abel para
lineales . i d d
> de orden hallar una segunda solucidn de una ED de Wiki: Cuadro Resumen de
4 segunda orden. solucion de una ED lineal no
homogénea de orden “n”.
Variacion de Parametros para resolver ED
de orden “n” no homogéneas con
coeficientes variables.
Ecuacion de Euler
EDO’s L . L
lineales Aplicaciones de las EDO lineales de Orden Prueba Corta: 3 ejercicios de
6 ", .y s
de orden n Seleccion unica.
Ilnll
Fin de la materia del | Parcial
Foro: ¢ Como distinguir entre
puntos ordinarios y
ED Puntos Ordinarios y Singulares. singulares en una ED de
7 | mediante y o segundo orden con
series Solucion alrededor de puntos ordinarios coeficientes variables?
| PARCIAL
Foro: Recordando la division
de polinomios para hallar
una segunda solucion en
Solucidn alrededor de puntos singulares casos especiales.
ED [
8 | mediante Uso de la Férmula de Abel para casos Wiki: Esquema sobre solucién
series especiales: Diferencia entera de raices y de ED’s mediante series de
raices iguales. potencias.
Prueba corta: 3 ejercicios de
seleccion unica.
Definicion de Transformada de Laplace Foro:  Definiendo  nuevas
Transfor propiedades de la
9 mada de Propiedades Operacionales de la Transformada de Laplace a
Laplace Transformada de Laplace. partir de la definicién.
Funcidn de Heaviside, Delta de Dirac y Foro: ¢Cuando usar
Transfor Gamma. propiedades o la definicion?
10 | mada de
Laplace Convolucidn de Funciones Wiki: Construccion de Tabla

de Transformadas de




Laplace.

Solucion de Ecuaciones Diferenciales,
Ecuaciones Integro-Diferenciales y
Ecuaciones Integrales mediante la

Transfor Transformada de Laplace. Prueba corta: 3 ejercicios de
11 | mada de seleccion unica.
Laplace Aplicacion de la Transformada de Laplace al
cdlculo de integrales impropias
Fin de la materia del Il Parcial
Conceptos bdsicos sobre SED’s Foro: ¢Gauss-Jordan o Regla
; de Cramer?
12 Si:i_’gzs Solucion de SED’s mediante Operadores
Diferenciales y Regla de Cramer 1l PARCIAL
SED’s  Lineales de  Primer  Orden
Homogéneos Foro: ¢{Como reconocemos el
Sistemas procedimiento a emplear
13 , L . -
de ED’s Variacion de Pardmetros y Coeficientes para resolver un SED?
Indeterminados.
Wiki: Construyendo un
. Solucion de SED’s mediante Transformada diagrama para resolver un
Sistemas
de ED’s / de Laplace SED.
14 ED’s
. Definicion de Serie de Fourier Prueba Corta: Seleccion unica
Parciales
sobre solucion de SED'’s.
s Series de cosenos y senos de Fourier Foro: ¢Cémo distinguir entre
15 . L . . . 1 i ?
Parciales Aplicacion al cdlculo de series numéricas. funciones pares e impares:
Foro: Diferencias entre las 3
ecuaciones en derivadas
., . , parciales estudiadas.
Separacion de Variables para resolver ED’s
en Derivadas Parciales. Wiki: Esquema de Solucién de
16 ED’s ) J ’ d | las ED’s de Calor, Onda y
Parciales Ecuaciones de Calor, Onda y Laplace. Laplace.
Fin de la materia del Il Parcial L
Prueba Corta: Ejercicio de
seleccion unica sobre una ED
en Derivadas Parciales
17 Repaso Il Parcial 1l PARCIAL
18 Repaso para Ampliacion AMPLIACION
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1 Capitulo 1: Conceptos basicos y ecuaciones diferenciales de
primer orden.

1.1 Conceptos basicos.

Definicién 1 (Ecuacién Diferencial) Una ecuacion diferencial es aquella que involucra a una funcion incog-
nita o funcion desconocida, sus variables y sus derivadas.

Ejemplo 1 Las siguientes corresponde a ecuaciones diferenciales:

Solucién 1

y +2zy = ¥
Py Py L dy
2y +2ty' +3y = 0
(3zy® + 22) dz + (62°y —y)dy = 0
9? 9?
72/ + 73/ = 0
ox? = 0Ot?

Definicién 2 (Ecuacién Diferencial Ordinaria) Una ecuacion diferencial se llama ordinaria (EDO), cuando
la funcion incdgnita y consecuentemente, sus derivadas, dependen de una sola variable.

En el ejemplo anterior, se puede apreciar que las primeras 4 ecuaciones diferenciales corresponden a
ecuaciones diferenciales ordinarias, ya que la funcién incégnita y sus derivadas, corresponden a funciones
de una variable (Supdngase que y corresponde a la funcién incégnita, mientras que = y ¢ corresponden a
las variables independientes). Cabe destacar que la ecuacién

(3$y2 + 230) dx + (6m2y — y) dy=0

se puede reescribir de la siguiente manera:

(3:1:y2 + 23:) dx + (6$2y - y) dy = 0
2 2 dy
(3zy” + 2z) + (6 y—y)% = 0
@ L 3xy? + 2z
de 622y — y
;o 3zy? + 22
vo= 622y —y

De manera que se puede ver més facilmente como una EDO

Definicién 3 (Ecuaciones Diferenciales Parciales o en Derivadas Parciales) Una ecuacion diferencial se llama
parcial o en derivadas parciales (EDP), cuando su funcion incégnita y las derivadas de estas, dependen de
varias variables.

En el ejemplo anterior, la iltima ecuacién corresponde a una ecuacion diferencial parcial, cuya funcién
incognita es y y las variables independientes son z y y.



Definicién 4 (Orden de una ecuacién diferencial) FEl orden de una ecuacion diferencial, corresponde al mayor
de los drdenes de las derivadas de la funcion incdgnita presentes en dicha ecuacion.

Como podemos ver en el primer ejemplo, la primera y cuarta ecuacién corresponden a ED de orden uno,
mientras que la tercera y quinta son de orden 2. Finalmente, la segunda ecuacién corresponde a una ED
de grado 3.

En general, se puede hacer referencia a una ecuacién diferencial ordinaria de orden n, cuya variable
independiente es z y variable dependiente y, como se muestra a continuacion:

F (x,y,y',y”,-~-,y("_1),y(")> =0

Definicién 5 (Solucién de una ecuacién diferencial) Una funcion definida en un intervalo abierto, que puede
ser todo R inclusive, se llama solucion de una ecuacion diferencial, si al sustituir dicha funcion y sus
deriwadas en la ED, se obtiene una tdentidad, es decir, se cumple la igualdad establecida.

Ejemplo 2 Muestre que la funcion y =

con x # 0, es solucion de la ED: xzy' +y = cos (z).

sin ()

z cos (x) — sin (x)

5 . Luego, sustituimos y y y' en

Solucién 2 Tenemos, derivando y con respecto a z, que y' =

X
la ecuacion dada:

oty — (mcos (z) — sin (ac)) | sin()

2 T

22 cos (z) — z sin (z) n sin ()

x? x
22 cos (x) — xsin (x) + z sin (x)
2

X

22 cos (x)

x2

= cos(x)

Tal y como queriamos.

Ejemplo 3 Compruebe que y = zsin (z) es solucion de la ecuacion x%y" — 2xy’ + (2 +2)y = 0.
Solucién 3 Primeramente, determinamos y' y y"

y'=sin (x) +z cos (z)

Yy = cos (x) + cos () — x sin (x) = y" = 2cos (x) — xsin (x)
Se sustituye en la ecuacion dada:

2y —2xy’ + (2 +2)y = 2%(2cos(z) — xsin (x)) — 2z(sin (z) + z cos (z)) + (2 + 2)z sin (z)

3

= 227 cos () — 2% sin (x) — 2z sin (x) — 227 cos (x) + 2° sin (x) 4 2 sin ()



1.2 Tipos de soluciéon de una ecuacién diferencial

Ahora bien, una ecuacién diferencial puede tener infinidad de soluciones. Por ejemplo, la ecuacién difer-
encial

Yy —y=0
xT

. ., . . (&
Tiene como solucién a y = e*, pero si observamos con cuidado, vemos que y; = 2e%, yo = —€* y y3 = T
también son soluciones. En general entonces, vemos que

y=Ce"

para cualquier constante real, es solucién general de la ED.
Como otro ejemplo ilustrativo, observe que y; = €2* 5 = e~ ® son soluciones de la ecuacién diferencial
5 Y Y

y// . y/ . 2y -0
Asf mismo, la funcién y; = 3¢2* —4e~* también es solucién de la ED, lo cual fécilmente se verifica (hagalo!).
Entonces se puede inferir que

y=c1e* +cpe "

con c; y ¢ constantes reales, también es solucién de la ED.
A partir de este par de ejemplos, podemos definir lo siguiente:

Definicién 6 (Solucién general de una ED) Se le llama solucion general de una ED de orden n, a aquella
solucion de la ED que involucra n constantes arbitrarias.

Definicién 7 (Solucién particular de una ED) Se le llama solucion particular de la ecuacion diferencial, a
aquella que se obtiene al escoger valores particulares para las constantes arbitrarias de la solucion general.

Ejemplo 4 Determine la solucion general y una solucion particular de la ecuacion diferencial

y// . y/ _ 2y =0
Solucién 4 Para este caso, se explicd lineas atrdas que la solucion general estd dada por
xT

y = c1e®® + coe”

Mientras que asignando valores a las constantes c; y ca, se obtienen soluciones particulares. Si tomamos
c1 = ca = 1, una solucion particular corresponde a

Yp = e2$ + e T

Importante 1 De ahora en adelante, emplearemos la notacion para hacer referencia a una solucion partic-
ular de una ecuacion diferencial.

Ejemplo 5 Determine la solucion general de la ED:
y—y=0

asi como una solucion particular de dicha ecuacion.

Solucién 5 Antes deducimos que esta ecuacion tiene como solucion general:
y=Ce"

con C € R. Asi entonces, al asignar cualquier valor a C,obtenemos una solucion particular de esta ecuacion.
Por ejemplo, al hacer C =1, obtenemos como solucion particular:

y=e¢e



La obtencién de una solucién particular de una EDO, se consigue al resolver ya sea un problema de valor
inicial o un problema con valores en la frontera. Estos se definen a continuacién:

Definicién 8 (Problema de valores iniciales) Un problema de valor inicial o "Problema de Cauchy”, es aquel
que consiste en hallar una solucion particular de una ED la cual estd sujeta a valores asignados a la funcion

incognita y sus derivadas, en UN UNICO VALOR de la variable independiente.

Definicién 9 (Problema con valores en la frontera) Un problema con valores en la frontera, es aquel que
consiste en hallar una solucion particular de una ED la cual estd sujeta a valores asignados a la funcion
incognita y sus deriwvadas, en DISTINTOS VALORES de la variable independiente.

Ejemplo 6 A continuacion se muestran dos ecuaciones diferenciales y condiciones para cada una de ellas

y' +4y — 12y =0
y(0)=0
y'(0)=1

Determine si son de valor inicial o de valores en la frontera.

Solucién 6 Podemos ver que el primer problema corresponde a uno de valores iniciales, ya que ambas
condiciones estan evaluadas en el mismo valor de la variable independiente, x = 0. Mientras que el sequndo
coresponde a uno de valores en la frontera, ya que las condiciones estdin evaluadas tanto en z =1 y z = 2.

Cabe senalar también, que en ocasiones pueden haber ecuaciones diferenciales que admitan soluciones que
no posean el patrén dado por la solucién general. Més precisamente:

Definicién 10 (Solucién singular de una ED) Se le llama asi a aquellas soluciones de la ED cuya forma
difiere a la que posee la solucion general. Se les llama también soluciones "extranas” o "raras”.

Ejemplo 7 Determine una solucion singular para la ecuacion

y/ — y2 _ 1
sabiendo que su solucion general estd dada por
_ 1+ CeQI
Y= 1 "Cex
Solucién 7 Podemos notar que la funcion y = —1, es solucion singular de esta ecuacion, ya que la satisface
pero no existe C € R tal que
1= 1+ Ce?®
11— Ce2



Definicién 11 (Curva Integral) Se le denomina asi a la grdifica o curva de una solucion de una ED.

A continuacién, se muestran varias curvas integrales de la ED

Yy —y=0

Y 24+
22
20
18
161
14
12
10
5

6

i

1.3 Tipos de ecuaciones diferenciales de primer orden

1.3.1 Ecuaciones Diferenciales en variables separables y reducibles a ellas mediante cambio
de variable

Ecuaciones Diferenciales en variables separables

Definicién 12 (ED en variables separables) Se le llama asi a una EDO cuya forma es:

@)
9(y)
lo cual equivale a:
dy g
d 9(y)

gy)dy = f(z)dx

Observe que esta ecuacién involucra, inicialmente, funciones que dependen de una sola variable. Luego
se separan de manera que en cada lado de la igualdad, resulten expresiones que sélo dependan de una de
las variables presentes (g (y)dy = f (z)dz). Seguidamente, se integra a ambos lados respecto a las variables
correspondientes y de ser posible, se despeja la variable dependiente en términos de independiente y de la
constante arbitraria que aparece luego de la integracion. La solucién puede expresarse también como una
funcién definida implicitamente por la ecuacién obtenida al resolver la ED original.

Ejemplo 8 Resolver la ecuacion diferencial en variables separables:

. 2t

(TR



Solucién 8 Separamos las variables y resolvemos:

dy 2t
d  y(1+12)
2tdt
dy = ——
vy 1+¢2
y2
T = W(+e)+C
v = 21n(1+t2)+0

y = +/2In(1+2)+C
Observe que expresamos C en vez de 2C, ya que la constante arbitraria "absorbe" a otras constantes a la
hora de efectuar una operacion entre ellas.
Ejemplo 9 Resolver la ecuacidn diferencial:

2? (1+y?) da + 2zdy = 0

Solucién 9 Al separar las variables y resolver, obtenemos:

dy _ —xdw
1+y2 2
—x2
arctan (y) = e +C

Ejemplo 10 Resuelva el problema de valor inicial:
, T+ :Ey2
=%
y(0) =1

Solucién 10 Resolviendo primero la ecuacion, tenemos que:

dy x + zy?
de 4y
dydy = adx
1+ y?
72
2n(1+y?) = S +C
22
m(l+y’) = T +C
I2
1+y2 _ ET—FC
5132
y> = Ced —1



Ahora para hallar el valor de la constante C, como se debe cumplir que y(0) = 1, sustituimos 2 =0y y =1
en este 1ltimo resultado y asi obtenemos:
1=Ce -1

De donde C =2 y asf, la solucién buscada es:

2

y2:2e%—1

Ejemplo 11 Halle la solucion de la ecuacion diferencial:

sin? (y) dx + cos? (z) dy = 0

la cual cumple la condicion y (g) = %

Solucién 11 Al resolver primeramente la EDO por medio de variables separables, concluimos que:

dy _ dx
sin? (y)  cos? (z)
esc® (y)dy = —sec? (z)dx
—cot(y) = —tan(z)+C
cot(y) = tan(z)+C
Posteriormente, al sustituir los valores dados en la condicién inicial (z = %7y = %), obtenemos:
T T
cot (Z) = tan (Z) +C
1 = 1+C
De donde ¢ =0 y ast:
cot(y) = tan(x)
y = arccot (tan (x))

Ecuaciones reducibles a variables separables. Cambio de variable. Es natural preguntarse si las
ecuaciones diferenciales se pueden resolver todas mediantes la separacién de variables. Evidentemente no
esto es asf. Sin embargo, existen ecuaciones diferenciales que, aunque originalmente no poseen variables
separables, pueden convertirse en una de éstas ltimas mediante un cambio de variable. Mostremos esto
con algunos ejemplos.

Ejemplo 12 Muestre que la sustitucion z = az + by + ¢ transforma la ecuacion diferencial

y= flaz +by +¢)

en una ecuacién de variables separables. Use esto para resolver la ecuacién y' = (z + )2
Solucién 12 Primeramente, derivamos z con respecto a x y de ahi despejamos y' :

Z'=a+ by



De donde:

, 2 —a
YT
Sustituyendo en la ecuacion, obtenemos:
= )
2 —a = bf(z2)
2 = bf(z)+a
Zl
— - =1
bf(z)+a
dz
DICETE

. dz . . .
Esto ltimo porque 2’ = I Se ve entonces que esta ecuacion se convierte en una de variables separables.
X

Ahora, aplicando este método a la ecuacion y' = (z + y)?, tenemos que z = z +y.(Es decir, a =1y b =1).
Derivando respecto a x obtenemos

2 =1+
Entonces, al sustituir en (), se deduce que:
dz
poane i dz
dz
/ 2+1 /dﬂlj
arctan(z) = x+C
z = tan(z+C)
z+y = tan(z+C)
y = tan(z+C)—x

Ecuaciones diferenciales homogéneas y reducibles a ellas. Un tipo especial de ecuacién diferencial
reducible a una de variables separables es la ecuacion diferencial homogénea. Para entender el significado
de esta ecuacién, necesitamos primero la siguiente definicién:

Definicién 13 (Funciones homogéneas) Una funcion f(x,y) es homogénea de grado n en sus argumentos, si
satisface la identidad:

[tz ty) =" f(2,y)

Ejemplo 13 Determine cudles de las siguientes funciones son homogéneas:

z? — 2 322y + 93
Lf(z,y) = 7 2.f(z,y) = ——5

zy+1
3.f(x,y) =
oy 22 f(@,y) 7




Solucién 13 Analizamos cada caso por separado:

22 — 2
1. f(z,y) = :
f(@,y) "
(tz)” — (ty)°
flta,ty) =
(ty)”
_ t2£L'2 t2y2
- £272
B 2?2 —y?
— "
= f(z,y)
Es decir, que f(z,y) es homogénea de grado 0.
322y + y°
2. = ——"
f(z,y) Py

3(tx)? -ty + (ty)°

f(txaty) = tx -ty + (tl‘)Q

36322y + 1393
t2xy + t222?
; 3z%y + o3
xy + x2
Lo cual nos dice que f(z,y) es homogénea de grado 1.
_zy+1

3. flz,y) = " :

tr-ty+1
(ty)*

oy +1
t2y2

flte,ty) =

Sin embargo, en esta ultima expresién, no es posible obtener como factor comin a t? y consecuen-
cuentemente, no se puede simplicar dicho factor, por lo que la funcién dada no es homogénea.

Definicién 14 (Ecuacién Diferencial Homogénea) Una ecuacion diferencial de la forma:

y = f(z,y)

se denomina homogénea st f(x,y) es homogénea de grado 0.

Importante 2 Por ahora, cuando hablemos de ecuacion diferencial homogénea, haremos referencia a la
definicion anterior. Mas adelante, veremos que también se le llama "ecuaciones diferenciales homogéneas”
a aquellas donde la expresion que involucra a la variable independiente, la funcion incdgnita y sus derivadas,
se iguala a 0. Sin embargo, mds adelante haremos uso de esta connotacion.



Retomando el planteamiento recién introducido, una ecuacién homogénea puede ser escrita de la forma:

y'=¢ (g) *
X
Si a esta ecuacion, le aplicamos el cambio de variable u = Y derivando respecto a z obtenemos:
X
u o YTy
.’E2

De esta expresién despejamos ¢/, de manera que la ecuacion diferencial se transforma en una de variables
u y z. Note que como y = uz, entonces:

, y'r —ux
o=
X
r Yy —u
u =
X
De donde se concluye que:
y' =uz+u

De manera que al sustituir esto en la ecuacion (%), obtenemos:

vr+u = ¢(u)
vr = ¢(u)—u
d
xﬁ = ¢(u)—u
du _ dx
op(u)y—u =z

La cual corresponde a una ecuacién en variables separables y que ya sabemos resolver.

Importante 3 Una forma de averiguar si la ecuacion y' = f (z,y) es homogénea, es viendo que los grados de
todos términos de f (z,y) sean iguales. Otra manera es viendo que en la ecuacion diferencial esté presenten

¢

lCLS ETPTESIONES g 0 — €en uno o varwas d@ sus términos.
r Y

2zy

Ejemplo 14 Resuelva la siguiente ecuacion diferencial: i = ErC
==Y

Solucién 14 Claramente corresponde a una ED homogénea. Hacemos u = 2, lo que equivale a y = uz, de
X
donde y' = u'z +u y sustituyendo esto en la ecuacion, obtenemos:

e 4 2ux?
wr+u = ———=
322 — y2x?
4 2u
vrt+u = —s
3 —u?
, 2u
Ur = ——s—1u
3—u?
, 2u — 3u + u?
u xr = —_—
3 — u?
, ud —u
uvr =
3—u

10



De esta tiltima ecuacion, factorizando el numerador y aplicando variables separables, obtenemos:
3 — u? dx
S Y A
u(u+ 1)(u—1) x

Integrando por fracciones parciales y simplificando:

/ 3 —u? dz
2T g = [Z
w(u+1)(u—1) x
/ -3 1 1 dx
— 4 t—du = [=
U u+1 wu-—1 x
—3ln(u)+In(u+1)+n(u—-1) = In(z)+C
D(u—1
In (W) — In(@)+C
u
(u+1)(u—1)
eln( u3 ) — eln(m)+C
(u+ 1)gu -1 _ O
u
u? —1
3 = Cz
v -1
= 7z = Cz
2 _ .2
z(y o ) _ o
Y
-z = O

Ejemplo 15 Resolver la ecuacion diferencial:
) =y+y2—22 >0

Solucién 15 Claramente corresponde a una EDO homogénea, al hacer el cambio de variable v = Y obten-
X
emos y =ux +u yy=ux. Con esto:

rz(Wr+u) = wur+Vuia?—az?
r(wr+u) = wr+zvu2-1
vr+u = u+Vur-1

du

= 2 _q
xdm U
du _ dj
wr—1 oz

11



Ecuaciones Diferenciales Reducibles a Homogéneas Las ecuaciones diferenciales del tipo:

Y = <alx + b1y +C1>
asx + boy + co

se reducen a homogéneas, siguiendo el procedimiento que se detalla a continuacién:
Caso 1 57 las rectas:

Lh:iax+biy+er=0Yly:asr+by+co=0
se intersecan en el punto (zo,y0), entonces hacemos:

r = X—F.TO
y = Y+uy

De esta forma, al sustituir en &, la ecuacion resultante es:

diyff a1X+61Y
dX - a2X+b2Y

la cual es homogénea y se resuelve como ya vimos.

Caso 2 Si las rectas:
hrax+biy+ec=0 Yy laraxr+by+ca=0

son paralelas, entonces se cumple que:
a1 b1

=A

a2 by

con lo cual se obtiene:

;o (a1x+b1y+cl)
as + bay + c2

()\ (agz + bay) + 1 )
a2 + bay + c2

Con lo cual, hacemos z = asx + byy. Derivando a ambos lados de esto, tenemos:
2 = as + by

y la ecuacion resultante es de variables separables.
A continuacion veremos algunos ejemplos de estas ecuaciones:

Ejemplo 16 Resuelva la ecuacion diferencial:

, Tyt 1
Cr—y+3
Solucién 16 Resovemos primero el sistema:
z+y=-—1
T—y=-3
De donde se obtiene v = -2 yy=1. Asi: al hacer:
X = x+2
Y = y-1
Con lo cual obtenemos la ecuacion homogénea:
Yy X+Y
X X-Y

12



Al hacer Y =UX, tenemos Y =U'X +U. As

UX+U
U'X+U
U'Xx

dU

Xi

dX

(1-U)dU
1+ U2

2
arctan (U) — M

In <1+ v — 1)2)
e (152) - 7

Ejemplo 17 Resuelva la ecuacion diferencial:

Solucién 17 Observe que la ecuacion anterior es equivalente a:

De acd podemos tomar
con lo cual

1y entonces

X+UX
X-UX

1+U
1-U

1+U
1-0U

1+U?

In(z+2)+C

(z+y)de+(z+y—1)dy=0

dy _ _zty

dx__:lc+y—1

z=x+Yy
z’:1+y'
Yy =2-1

13



Ast, al sustituir en la ecuacion original y simplificar, tenemos:

Z -1 =

z—1
, —z
= 1
: z—l+
7 = -1
z—1
dz -1
de — z—1
(z—1)dz = —dz
2
%—z = —z+C
2
(m—;y) —xz—y = —x+C
2
Tty
(ER2

Otra de las ecuaciones que se pueden reducir a una ED homogénea, es aquella de la forma
P(z,y)dz+ Q(z,y)dy =0

donde los términos de Py @ no poseen todos el mismo grado. La ecuacion:se convertird en homogénea si
hacemos la sustitucién:
Yy==z
Con lo que tenemos:
dy = az® tdz

Ejemplo 18 Resolver la ecuacion diferencial:
yide +2 (932 — :cy2) dy =0

Solucién 18 Haciendo el cambio de variable sugerido anteriormente, tenemos que:

23z + 2 (x2 —x- 220‘) az® Yz = 0
2% + 2 (aa:2 227 z3a_1) dz = 0
De donde:
3a=a+1

. 1 . 1 oo P . .
Y de ahi se deduce que o = 5 yasiy=2z2. De esta manera, al sustituir en la iltima ecuacion obtenida y

1
multiplicar por 22, se obtiene:

3 1 =1 1 1
22de+2(=2%22 — 222 )dz = 0
2 2
3 =1 1
z2dm+<:c2z2 —mz2>dz = 0
szx—l—(a:Q—acz)dz = 0
e
de  x2—2xz

14



Al hacer la sustitucion z = uzx, se deduce que 2’ = u'z +u y asi:

a2
de 22 —2z
/ g2
ur+u =
2 — ux?
—u?
vr+u =
1—u
uWr = A
1—u
—u
r.,oo_
e =
d7u B —u
de =~ 1—-u
(u—1)du  dz
U Tz
u—In(u) = In(z)+C
u
£ = 2
U
z
ex
- = Cx
z
y2
xe; = Cx
Yy
2
y
ex = Cy?

1.3.2 Ecuaciones diferenciales exactas y reducibles a ellas.

Ecuaciones diferenciales exactas

Definicién 15 (Ecuacién diferencial exacta) Se le llama asi a la ecuacion de la forma:
M(z,y)dx + N(z,y)dy =0
si se cumple que:
oM _oN
oy Oz

La solucién de esta ecuacion estd dada por:

C:M%w:/M@mﬁ

o bien por:
€= o(a.) = [ Nz)dy

Cabe destacar que, segtn lo planteado, se cumple que:

¢y = M(z,y) y ¢, = N(z,y)

15



Ademsds, a la hora de efectuar las integrales senaladas anteriormente, al constante de integracién no
corresponde a una constante numérica, sino a una funcién que depende de la otra variable y que dicha
funcién debe ser determinada, derivando la funcién ¢ respecto a la variable contraria a la empleada en la
integracién y luego, igualar el resultado con M(z,y) o N(x,y), segiin corresponda, a fin de determinar la
funcién correspondiente a la constante. Los siguientes ejemplos ilustran mejor lo planteado en estas lineas:

Ejemplo 19 Resuelva la ecuacion diferencial
(322 — 2z — y)do + (2y — v + 3y*)dy = 0

Solucién 19 Verifiquemos primero que corresponde a una ecuacion diferencial exacta. Primeramente, ob-
serve que
M(z,y) = 32* =2z —y Y N(z,y) =2y — = + 3y*

con lo cual:
M, = -1 Y N, =-1

Entonces la ecuacion es, efectivamente, una ED exacta. Ahora, integramos M(z,y) respecto a x, derivamos
respecto a y y comparamos con N(x,y) para tqualar términos y hallar la solucion general:

o) =C= [ 20— pdo = o> oyt hly) (W)
Derivando respecto a y lo obtenido, tenemos

¢, = —x+h(y)

pero recordemos que ¢, = N(z,y) y
N(z,y) =2y — = + 3>

Por tanto, se deduce que
h(y) =2y + 3y°

De esta manera
h(y) = y* +y°
y con ello, sustituimos en el resultado obtenido en (#) para concluir que:
$(w,y) = C = &’ =2 —zy + y*+v°

Usted puede comprobar que se concluye el mismo resultado, si se integra primero N(x,y) respecto a y, se
compara con M(x,y), se determina la funcion ¢'(x) y luego se integra para concluir el resultado.

Otra manera en que una ecuacién exacta puede ser resuelta, consiste en hacer
{ C=¢(xy) =[M@y)dy=Gy) +H(z,y) +f(z)
C=¢(@y) =[N(@yde=F(z)+H(@y) +gy)

Y entonces, al igualar término a término, obtendremos que F (z) = f (z) y G (y) = g (y). Se obtiene finalmente
la solucién de la forma

C=¢(z,y)=H(z,y)+ f(x)+g(y)

Ejemplo 20 Resuelva el problema de valor inicial:

{ By + e*)dx + (3x + cos (y))dy = 0
y(0) =0

16



Solucién 20 Fdcilmente se deduce que es una ecuacion exacta, ya que M(z,y) = 3y+e® y N(z,y) = 3z +cos (y),
de donde:
M, =3 Y N, =3

Ahora, para obtener la solucion de la ecuacion, hacemos:

c

d)(x,y):/(3y+e“")dm=3xy+e“"+g(y)

C

o (x,y) = / (3x + cos (y)) dy = 3zy +sin(y) + f(z)

De esto tltimo se puede deducir que f(x) =e* y g(y) = sin(y), con lo cual:
C=¢(x,y) =3zy +e" +sin(y)

La cual es la solucion de la ecuacion diferencial. Ahora para determinar el valor de C, observe que x =0
yy =0, de donde al sustituir en lo anterior se concluye que C =1, de manera que la solucion al problema
de valor inicial es:

1 =3zy + e® +sin(y)

Ecuaciones reducibles a exactas Cabe resaltar que NO todas las ecuaciones de la forma:
M(z,y)dz + N(z,y)dy =0 (L)

son exactas. Sin embargo, se pueden resolver aquellas a las que se les puede multiplicar por una funcién
¢ = z (z,y) llamada factor integrante, lo cual da como resultado que la ecuacién:

¢M (z,y)dx + ¢N(x,y)dy =0
——— ———

M*(z,y) N*(z,y)

SI es exacta y se puede resolver como vimos lineas atras. Esto ltimo quiere decir que

M = N
Es decir
2y M+ ¢M, = 2z N+ ¢N,
oMy — ¢N; = 2N —z, M
My - N’I‘ o l
2y N — zy M 9
M, — N,
—————dz = 1
2N — 2y M “ n(¢)
M, —N,
ef Nz, M%  _ P

De esto tltimo, se desprenden 3 probables:

M,

y = N

Caso 3 Si ¢ es solamente funcion de =z, la expresion C(z) = —4—"—
2N — zy M

se reduce a A(z) =

depende sdélo de x. Entonces:
¢ ((E, y) — efA(a:)daL‘

es un factor integrante de la ecuacion ¥X.
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M, — N,

— Y "% se reduce a Bly) =
2o N — zy M )

Caso 4 Si ¢ es sélamente funcion de y, la expresion C(z) =

depende sdélo de y. Entonces:
6 (z,y) = of BOD

es un factor integrante de la ecuacion ¥X.

M, — N, . .
Y depende tanto de x como de y, es decir, si z = f(x,y) entonces:

C 5 Si la expresion =Y ¢
aso 5 S D C(z) N =

¢ (z,y) = eJ cras

es un factor integrante de la ecuacion 4.

Ejemplo 21 Resuelva la ecuacion diferencial (2xy® — 3y®)dx + (7 — 3zy?)dy = 0 si se sabe que tiene un factor
integrante que solo depende de y.

N,—My
Solucién 21 Como el factor integrante depende sdlo de y, tenemos que ¢(y) = ef May) Y| entonces:

73y2 — 4:7L"7;79y2
( 4y

o) = o T

6y%—4xy
= eJ 22y2-3y3

dy

f —2y(2z—3y)

V2 (2z—3y) W

- (&

—2
— efjdy

1

y?
Ahora, multiplicando la ecuacion original por el factor integrante, obtenemos que
(2xz — 3y)dz + (y—z —3x)dy =0
Y asi, ya es exacta. Ahora, integrando M(z,y) respecto a x, tenemos:

o(z,y) = C= /(QCL' — 3y)dzx

$(z,y) = C=2"—3zy+h(y)
Derivando respecto a y, tenemos ¢, = N(z,y) = =3z + h'(y) pero N(z,y) = ylz — 3z, de donde h'(y) = " Y asi
h(y) = _77 Finalmente:

p(z,y) = C = fc2—3xy—g
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1.4 Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden. Ecuaciones de Bernoulli y Riccatti.

1.4.1 Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden homogéneas y no homogéneas

Definicién 16 (Ecuacién diferencial lineal de orden n) Una ecuacion de este tipo es aquella que se puede
escribir de la forma:

an (@) y™ +ap1 @)y + anz (2)y" )+ Faz (@)Y +a (2)y +ao (2) y = h(x)
donde a h(z) se le llama la funcion externa y a la funcion a,(z), el coeficiente principal.

Definicién 17 (Ecuacién diferencial lineal de primer orden) Es aquella ecuacion diferencial lineal cuyo or-
den es 1. suele escribirse de la forma:

y' +p()y = q(z)
En el caso de que q(x) =0, decimos que la ecuacion es lineal, de primer orden y homogénea.

Importante 4 Entendemos por homogénea en este caso, a la ecuacion expresada de la forma F (z,y,y') = 0.
NO debemos confundirla con la ecuacion homogénea vista antes (aquella que tenia la forma y = f (g))
X

Para resolver esta ecuacién veremos 2 casos:

Caso 6 Si la ecuacion es homogénea, podemos proceder como sigue:

y +p(x)y = 0
y o= —pla)y
3;/ = -—p(x)  (Variables separables)

lny = f/p(a:)d:chC'

y = Ce—fp(z)dm

Y asi en este iltimo paso habremos obtenidos la solucion.

Ejemplo 22 Resolver la ecuacion diferencial:
Yy —2xy=0
Solucién 22 Al ser una ecuacion lineal homogénea, con p(x) = —2z, la solucion estd dada por:

y = Ce—fp(m)dw

— Ce—f —2xdx

2

= Ceé”

Caso 7 Si la ecuacion NO es homogénea, calculamos la expresion u(z) = el p@de - one llamaremos Factor
Integrante. NO se debe confundir con el Factor Integrante que vimos para las ecuaciones exactas; se llaman
tqual pero actian diferente. FEl primer tiene como objetivo convertir una ecuacion diferencial no exacta
en otra que, si lo es, mientras que éste nuevo Factor Integrante tiene la funcion de convertir uno de los
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lados de la ecuacion (el que tiene a y' + p(x)y), en la derivada del producto de dicho Factor Integrante y la
funcion incégnita. Mds precisamente:

v +p@y = q)
efp(m)dzy/ + p(x)efp(:v)dxy _ efp(r)qu(x)

Derivada de efp(w)dwy

d <€fp(x)da:y)
) o

efp(w)dwy _ /efp(z)dxq(x)dx

y = er(m)dI/efp(z)dzq(x)dx

Con lo cual obtenemos la solucion de la ecuacion diferencial en estudio.

Ejemplo 23 Resolver la ecuacion diferencial:
v 42y ==z
Solucién 23 FEl factor integrante estd dado por:

/J,($) — ej'Qxdac

= eIQ

Multiplicamos por esta expresion a ambos lados de la ecuacion y resolvemos:

y +2xy = =
e (Y +2zy) = ze®
ey 42Ty = xe®
2
d (ez y) .
—— = xe”
x
e‘zy = /xe‘”z
—_—
=z2,du=2zdx
2
e:l/'
ey = 5 T C
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Ejemplo 24 Resuelva la ecuacion:
y' + ycos (x) = sin (z) cos (x)

Solucién 24 El factor integrante corresponde a:

1 (SC) _ Gf cos(z)dx
esin(x)
Luego, resolvemos la ecuacion:
Y +ycos(x) = sin(x)cos(x)
@) (yf 4 ycos(x) = @ gin (x) cos (z)
eSn@ )l 4oyesn@ cos (1) = @ gin (2) cos (x)
d sin(z) .
% = " sin (2) cos ()
esin(m)y _ / esin(z) sin (m) Ccos (27) dx

u=sin(z),du=cos(z)dx

eSi“(‘”)y = /ueudu

esin(m)y = wet—et4+C
esin(y;)y — esin(x) sin (.’L’) _ esin(:};) +C
. c
y = sin(z) -1+ premen)
€

1

Ejemplo 25 Resuelva la siguiente ecuacion diferencial: i = . )
es — T

Solucién 25 Primeramente, parece que la ecuacion no tiene una forma conocida para ser resuelta en y.
Pero note que:

d7y B 1
de &Y —=x
= d—x—ey—x
dy_
dx
= —+4az=e
dy

Esta ltima ecuacion es lineal no homogénea para z. Resolviéndola, tenemos que u(y) = e/ % =e¥. De esta
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forma, multiplicando a ambos lados por este factor integrante se obtiene:

de +z = &Y
dy
d
R +ze¥ = e¥-.e¥
dy
d(:cey) — 62y
dy
d Y
et - o
e
Yy — R
xe 5 +C
s = 2. C
2 ey
. v C
Con ello, la solucion general es x = % o

1.4.2 Ecuaciones de Bernoulli y Riccatti.
Ecuaciones de Bernoulli.

Definicién 18 (Ecuacién de Bernoulli) Son ecuaciones de primer orden, cuya forma es:
y' +p(x)y = q(x)y"
conn#0yn#l

Estas ecuaciones pueden reducirse a ecuaciones lineales de primer grado como las vistas anteriormente,
por medio del cambio de variables:

5= yl—n

Seguido a esto, se deriva a ambos lados respecto a x para obtener:
Z=1-n)y"y

De donde se despeja . La ecuacion lineal de primer orden no homogénea resultante queda en términos de
z y x, la cual se resuelve por le método ya estudiado. A continuacién algunos ejemplos de ecuaciones de
este tipo.

Ejemplo 26 Resolver la ecuacion diferencial:

zy +y=y*In(z)

Solucién 26 Claramente, esta ecuacion corresponde a una de Bernoulli, con n =2, ya que al dividir por z,
obtenemos:

2ln
yr Yy (z)
X X
Aplicando el cambio de variable:
o 1-2 -1
2=Y =Y
Se obtiene al derivar: )
;Y
z = y2

1 . . .
Pero como z =y~ entonces y = =, por lo que al despejar y' de lo anterior, concluimos que:
z

. )
2 =Y

z
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Ahora, al sustituir esto en la ecuacion diferencial, se deduce que:

y/ + g — M
X
—7 1 In(z)
22 2z 22z
o % = = h;(x) (Multiplicando por —22)

Esta iltima ecuacion es lineal de primer orden no homogénea, como se esperaba. FEsta ecuacion tiene por
. —dz 1 "y .
factor integrante a p(z) = e/ = = =. Entonces, multiplicamos por este factor integrante y resolvemos:
X

-1
g2 _ n(z)
z z
2z —n(z)
x  x2 2
d(;) _ —In()
de z2
|
z x
—_—
u=1In(z),dv= >3
du = i—m, v = %
z _ In(@) / dz
r x x?
1 1
-2 () +C
T T
1
z = In(z)+1+Cx pero como z = —
Y
- = In(z)+1+Cxz
Yy
_ 1
4 In(z)+ 14 Cx
. z?
Ejemplo 27 Resuelva la ecuacion »’ = —————.
3yt + 2zy

Solucién 27 Ezpresada en esta forma, la ecuacion no tiene aspecto de alguna de las ya estudiadas previa-
mente, pero note que st invertimos las expresiones, obtenemos una ecuacion de Bernoulli para las variables

Ty Yy

dz x? dy 3yt + 2zy
dy 3y*+2zy dxr a2
Ahora, resolvemos la ecuacion obtenida.
dy  3y*+42uy
de 2
3yt 2
y’ — % + 7y
X xX
T
T 2

Ecuaciéon de Bernoulli

23



. . 1 -3y’ . =2 !
Para esta ecuacion de Bernoulli, hacemos » = y=3 = —, de donde 2’ = -3y~ = Y y ast -7
’ yS 4 3 y4
Ademds, si dividimos por y* en la ultima ecuacion diferencial, sustituimos lo anterior y simplificamos,

obtenemos una ED lineal de primer orden no homogénea:

;2 3yt
z a2
y 23
yt zy3 o2
-z 2z 3
3 x a2
, 6z 9
= =
T x

6dx
El factor integrante corresponde a u(z) = el 5" = 25 Procedemos a multiplicar dicho factor a ambos lados
de la ecuacion y hallar la solcuion general:

Z/ + 6j — _g
x 2
6 9
z8 <z’ + Z> = -2 =
x x
228+ 6252 = —9x*
d(;xﬁ) - _oggt
T
6
/ d(si )da: = /—9x4dx
0.5
228 = Jz +C
5
, - % C
~ 5z6 26
, - 9.C
bz ab
1 _ 9 ¢
y3  bx  ab
i B 925 4+ C
yS - 56
58
3 _
¥y = C — 925

Y esta ltima corresponde a la solucion general de la ecuacion dada inicialmente.

Ecuaciones de Riccatti.

Definicién 19 (Ecuacién diferencial de Riccatti) Es aquella ecuacion diferencial de primer orden, de la forma:
y' +a(@)y + p(x)y* = r(z)

Es una generalizacion de las ecuaciones lineales de primer orden y Bernoulli, si p(x) = 0 0 q(x) = 0,
respectivamente.
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Para la solucién de esta ecuacién diferencial, necesitamos hallar o conocer una solucién de la ecuacién
dada, la cual llamaremos ¢(x). Luego, hacemos:

con z = z(r). De manera que:
z
/ /
= ) — —
y=90(@- 3
y susituyendo en la ecuacién original, reducimos todo a una ecuacion lineal de primer orden no homogénea,

la cual ya es sabido cémo resolver.

Ejemplo 28 Resuelva la ecuacion de Ricatti y' —y* + 22y = 22, sabiendo que ¢(x) = z+1 es solucion de dicha
ecuacion.

. . o . 1
Solucién 28 FEn este caso, por ser una ecuacion de Ricatti, hacemos el cambio y = ¢ + ~, de manera que
z
1 . 2 . Lo e . .
y=z+1+4+-yasiy =1—=. Con ello, si sustituimos en la ecuacion diferencial original, tenemos que:
z z

v —y? 22y = 2
! 1 1
1—5—2—(a:+1+;)2+2x(x+1+;) = 2?
! 1 2 2 2
1—Z—z—(x2+1+—2+23:+—x+—)+2x2+2x+—x = 2°
z z z z z
! 1 2 2 2
1—2—2—9132—1——2—29!:——96—f—i—2a:2—i—296—&—ij = 2°
z z z z z
-z 1 5 5
2 Tzt =
-z 1
s~ = 0
z z z
Z+1+422 = 0
242z = —1

Esta wiltima ecuacion (la cual es lineal de primer orden, no homogénea) se obtuvo al multiplicar por —z* a
ambos lados de la igualdad. Ahora, el factor el integrante corresponde a p(x) = o 2z _ 2w Multiplicamos
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ambos de la ED por esta expresion y resolvemos:

242z = -1
6293 (Z/+22’) _ _62$
2/62:17 + 2621‘2 — _6237
d 2z
(26 ) — _629:
dz
d 2z
/ (2 )dx = /—ehdx
dx
2z
20 —e
xr — O
ze B +
a1 cC
T g T
1 _1.c
y—x—1 2 e
1 =+ C
y—xz—1 22
) 2621
-1 =
Y —e2r 4+ C
2622?
= 1
Y 1 C +x+
. . . 1 .,
Ya que del cambio de variable, se obtiene que » = — Con ello, hemos hallado la solucion general de
y - —

la ED original.

1.4.3 Ecuaciones de segundo grado con variable ausente.

Veremos un par de casos de ecuaciones de segundo grado que no presentan algunas de las variables.

Caso 8 (Ecuacién del tipo f(y”,y',x) =0) Acd la variable ausente es y. Para este caso hacemos:

/

y =v

Donde v es claramente funcion de x, ademds es claro que:

y consecuentemente obtenemos una EDO lineal de primer orden.
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Ejemplo 29 Resolver la ecuacion diferencial y" + Y_z
X
Solucién 29 Al hacer los cambios indicados lineas atrds, obtenemos:
’ v
v+ —=x
x

dzx
El factor integrante de esta ecuacion diferencial es p(z) = el = =z, de donde:

, v
v+-—- = T
T
Ve+ov = 2
d(vz) 9
dzr -7
3
T
= —+4+C
VT 3+
o _e.c
-3 T
U lj+€
L 3 T
3
y = —+Cln(z)+D

Caso 9 (Ecuacién del tipo f(y”,y',y) =0) En este caso, la variable x no estd presente en la ecuacion, mas
la funcion como las derivadas presentes, dependen de x, por lo que para resolverla, hacemos:

Yy =v
Claramente se tiene que:
yl/ — U/
Pero también, se tiene que:
po o _dvdy
Cdz  dy dx —vw
—~~
y'=v
Por lo tanto:
y'='(y) v

Con esto la ecuacion se conuvierte en una de variables separables, de variable independiente y y variable
dependiente v.

Ejemplo 30 Resolver el problema de valores iniciales:

y" =2yy’
y'(0) =0
y(0) =1
Solucién 30 Segin lo planteado anteriormente, tenemos:
V') v o= 2y
dv
= 2
dy Y
dv = 2ydy
v = y¥*+C
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Como y'(0) = v(0) = 0, ademds de que y(0) =0, se concluye que C = —1, asi:

v o= y*—1
y/ — y2_1
dy
@ - V!
dy
1 = dx
1 y—1
—In|¥—— = C
QH(erl) T+
1\ 2
Yy — _ T
<y+1) - o
y;i _ 06232
Y
y—1 = Cye*® +Ce*
y(1- 062‘”) = 1+Ce*
B 14 Ce?®
YT 1" Ce
Y como y(0) = -1, se concluye que
. _ ltcC
- 1-C

1-C = 14+C

Finalmente se llega al resultado deseado:

1.5 Teorema de existencia y unicidad.

Teorema 1 (Existencia y unicidad de la solucién del problema de valor inicial 3’ = f (z,y),y (zo) = y0) Sea:

yl = f(xay)
{ Y (z0) = Yo :

una ecuacion diferencial con f (x,y) definida en una region D del plano zy que contiene al punto (zg,yo). St
se cumple que:

e f(x,y) es continua en D.
of . .
. o existe y es continua en D.
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Entonces existe una tinica solucién y = ¢ (z) al problema de valor inicial ¢.

Graficamente se representa, en el plano zy, la curva integral que contiene al punto (zg, o).

Ejemplo 31 Determine la region del plano xy para la cual existe solucion unica de la ecuacion diferencial:
y/ _ $2 + y2
en cada punto (xo,y0) de dicha region.

Solucién 31 Tenemos que:
f(zy) =2 +4°
es continua en todo el plano xy. Asi mismo:

of
ay
también es continua en todo xzy. En virtud del Teorema de existencia y unicidad, el problema de wvalor
imnactal:
{ y = 22 4 g2
y' (x0) = o

tiene solucion unica para todo (zo,yo).

Ejemplo 32 Determine la region del plano xy para la cual existe solucion unica de la ecuacion diferencial:

Yy =vr—y
en cada punto (xo,yo) de dicha region.
Solucién 32 Para este caso, tenemos que:
flay)=ve—y

es continua siempre que x —y > 0, es decir, si x >y. En el plano se puede ver esta region asi:

Por otra parte, podemos ver que:
of  —1

8734 2z —y
Dicha derivada estd definida siempre que = > y. Esta region es la misma obtenida antes, a excepcién de la
recta y = x. La regién en comiin serd entonces:

D ={(z,y) e R*,z >y}

29



Ejemplo 33 Determine la region del plano xy para la cual existe solucion unica de la ecuacion diferencial:

en cada punto (xo,y0) de dicha region.

Solucién 33 Primeramente, note que:

f@y) =+V1-y?
es continua para cualquier valor de x y para aquellos valores de y que cumplan la condicion 1 —y* >0, es
decir, sty € [-1,1]. Grificamente:

-+

+

y=-1

Mientras que:
of —2y

871/: V1—1y?

la cual existe y es continua siempre que 1 —y? > 0, es decir:

D = {(z,y) e R* 1> ¢}

1.6 Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales de primer orden

1.6.1 Ecuacién diferencial de una familia uniparamétrica de curvas.

Dada una familia uniparamétrica (o monoparamétrica) de curvas planas, cuya ecuacion es:
y=o(z,q)

con a siendo el pardmetro (que a su vez, es constante), si derivamos respecto a z, obtenemos:

yl = (I)w (.’L‘, a’)
Ahora, se elimina la constante a del sistema:
y=®(z,a)
y = ®,(z,a)
y asf se obtiene una ecuacién de la forma:
F(z,y,y') =0
que, al despejar 3/, caracteriza a la familia:
y' = f(z,9)
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Ejemplo 34 Hallar la ecuacion diferencial de la familia de curvas:
Yy =azx

Solucién 34 Derivando respecto a x, tenemos que y' = 2ax, despejamos a del sistema:

Y = ax
Yy = 2ax
De la sequnda ecuacion, se despeja a :
/
a=2L
2x

De donde:

Ejemplo 35 Hallar la ecuacion diferencial de la familia de curvas:

.%'2

2
T2 =1
a2
Solucién 35 Si derivamos respecto a z, obtenemos:
2z ,
2~ 2y =0

Al despejar a de esta tltima ecuacion, concluimos que:

y sustituyendo esto en la ecuacion original, tenemos que:

T 2
=y =1
yy’
zyy —y* = 1
zyy = 1+y°
y/ _ 1+y2
Ty

la cual es una ecuacion de variables separables.

31



Ejemplo 36 Hallar la ecuacion diferencial de la familia de circunferencias con centro en el punto (a,0) y
que contienen al origen

Solucién 36 La familia estd representada por la ecuacion:
(x —a)® +y* = a®

De donde se obtiene:

z? +y? = 2ax
Al derivar respecto a z, se concluye que:
2z + 2yy’ = 2a
Ast:
z+yy =a

Con esto, sustituimos en la ecuacion z* + y* = 2ax para concluir que:

2yt = 2e+yye
2 + y2 = 2%+ 2xyy’
W —a? = 2ayy
y -

2xy - v

Note que esta ultima ecuacion es homogénea.

1.6.2 Trayectorias ortogonales en coordenadas rectangulares
Definicién 20 (Trayectorias ortogonales) Sea:
®(z,y,0)=0

una familia de curvas planas, dependientes de un pardmetro C. Una trayectoria ortogonal a dicha familia
es aquella curva plana tal que su tangente en cada uno de sus puntos de interseccion con las curvas de la
famalia (v'), es perpendicular a las tangentes de estas curvas en los puntos mencionados.

Definicién 21 (Ecuacién diferencial de las trayectorias ortogonales de una curva descrita por F (z,y,y') = 0)
La ecuacion diferencial de las trayectorias ortogonales a la familia de curvas F (z,y,y') =0, corresponde a:

-1
F (m,y, /> =0
Y

Ejemplo 37 Halle las trayectorias ortogonales a la familia de circunferencias z* + y? = 2ax.

Solucién 37 Primeramente, se debe obtener la ED de la familia de curvas dada. La misma, por ejemplo
anterior, vimos que es:

2zy
De manera que la familia de trayectorias ortogonales tiene la siguiente ED:

—1_y2—$2

y/

2xy

FEs decir:
r 2xy

T 22—
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la cual corresponde a una ecuacion homogénea. Resolviéndola por los métodos conocidos, tenemos:

, _ 222y
ur+u = PORC )
e 4 2u
ux u = —-7\
1—wu?
ur = 2u u
o 1—u?
e — ud +u
1l —w?
1 —u? d
u d’u - X
u(u?+1) x
Resolviendo esto (hdgalo) , se llega a:
5(52 4 y2 — Cy

Es decir, que las trayectorias ortogonales a la familia de circunferencias x®+y?* = 2az, es la familia 2% +y? =
Cy, que corresponden también a circunferencias. Grdaficamente:

¢ -3 : A
Se puede apreciar como la circunferencia con centro en el eje y (en negro),
corresponde a una trayectoria ortogonal a las 3 circunferencias cuyo centro esta en el
eje x (en colores). Claramente, en los puntos de interseccion de la trayectoria
ortogonal con las 3 curvas de la familia, se ve que la tangente a dicha trayectoria
ortogonal, es perpendicular a las tangentes de las circunferencias de la familia.
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1.6.3 Crecimiento y decrecimiento de poblaciones

Si la funcién y (¢) > 0 denota la poblacién de una especie en el tiempo ¢, la Ley de Malthus para poblaciones
establece que la tasa de variacién de una poblacién aislada (sin migracién) es proporcional a la poblacién
presente. Es decir:

!
Y =ky
donde k representa la diferencia entre las tasas de natalidad y mortalidad, la cual se asumird constante.
La anterior ED es separable y al resolverla, concluimos que:

y = CeM
en donde tenemos 2 posibilidades:
e Sik>0,y(t) es creciente.

e Si k<0, y(t) es decreciente.

Ejemplo 38 En un cultivo de bacterias, el nimero de éstas crece a una tasa proporcional a la cantidad
presente. Si el mimero original se incrementa en un 50% en media hora. ;En cudnto tiempo se espera
tener tres veces el nimero original?

Solucién 38 Tenemos que y(0) = yo, pues no nos dan una cantidad inicial explicita. Asi mismo, se deduce

1 3 . . . . 3
que y <2> = %, ya que al cabo de media hora hay un 50% mds de la cantidad inicial, o sea yo + %0 = %.

Ademdas, ya sabemos que:

y (t) = Cet
Ahora, si hacemos uso de la primera condicion, tenemos:
y(0) = Ce**
yo = C
Ast:
y (t) = yoe™*

Luego, con la sequnda condicion hallamos el valor de k :

L
) = e
92 Yo

De esta manera:



Finalmente, para determinar el tiempo para el cual se ha triplicado el nimero inicial, hacemos:

9\ ¢
3¥o = Yo <4)

w
Il
N
=~ ©
~__

log

oW
Il
~

1.3548 = ¢

Es decir, se requiere de alrededor de 1.35 horas (cerca de 80 minutos) para triplicar la cantidad inicial
de bacterias en el cultivo. Grdficamente, la curva que representa la funcion encontrada (suponiendo que
yo = 5), esta dada por:

0+ (AR RN SR (S ST NS (S SN N SR SN S SRS R RS R

N T N T N T N T N T N T N T N T N T N T N T N T N T N T N 1
00 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
X

Puede observarse que Jim y(t) = co. Fsto sugiere que la poblacion de bacterias se hard infinita con el

transcurrir del tiempo, lo cual claramente no se ajusta a la realidad, debido a factores como falta de
espacio fisico por la sobrepoblacion, falta de alimento, etc.

Con base en el ejemplo anterior, vemos que la Ley de Malthus no suele ser muy aplicable a largos periodos
de tiempo para determinar la poblaciones de especies aisladas. Por esa razén, se presenta el siguiente
modelo, el cual es un poco més fidedigno.

1.6.4 Crecimiento logistico

Si a la ecuacién de poblacién del problema anterior, le agregamos un "elemento de competencia" a la
ecuacion, se llega a:

y = ky — py?
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Asi mismo, si partimos de una poblacién inicial y (0) =y y resolvemos, tenemos que:

dy

= ky— py?
o Y —py
dy
A — k—
7 y (k —py)
o
y (k —py)

1 D )
— 4 dy = dt
<ky k(k—py) )"

Fracciones parciales

%ln(y)—%ln(k—py) = t+C
ln< y ) = kt+C
k — py
Yy kt
= (e
k — py
y = Ce*'(k—py)
_ kCekt
vo= 1+ pCekt

Haciendo uso de la condicién inicial, llegamos que:

kC
1+pC

Yo =

de donde se concluye que:
Yo

k- PYo
Y sustituyendo en la ecuacién para luego simplicar, se deduce que:

kyoekt
y = -—
k — pyo + pyoek?

Note que Jim y (t) = ﬁ Esto, a diferencia de la Ley de Malthus, nos dice de la existencia de una poblacién
—00 P

que permanecerd creciendo pero de forma cada vez més desacelerada, de manera que va a ser cada vez méas

préxima a un valor limite, del cual no sobrepasars. Gréaficamente, en un caso particular donde p = 2000 Y

1 .
k= 5 1 Se tlene que:

Y 2000

1500 1

1000

500 T

o
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1.7 Mezclas quimicas.

En el instante ¢t = 0, un tanque contiene un volumen inicial de V; galones de mezcla uniforme de agua con
z(0) gramos de sal disuelta. Considerese 2 ductos; el primero que conduce una solucién con concentracién
c. hacia el interior del tanque, Dicha solucién entra con una rapidez r.. Asimismo, otro ducto lleva la
solucién del interior del tanque fuera de este con una rapidez de salida r, y concentracién c,. Asumiendo
que la mezcla en el tanque se mantiene uniforme u homogénea en todo momento, se va a establecer un
problema de valor inicial que permita determinar la cantidad de sal presente en el tanque (z(¢)) en el
tiempo t. Para ello, haremos uso de estos principios:

. Cantidad
Concentracion = ~5——
Volumen
Cantidad = Rapidez - Concentracién
V(t) = (Te_Ts)t"i_‘/O
2’ (t) = (Cantidad de sal entrante) — (Cantidad de sal saliente)

partiendo de esto 1ltimo, tenemos que:
l‘/(t)zre-ce—’rs-cs

Luego, tanto la concentracion y la rapidez de entrada, asi como la rapidez de salida son constantes.
Mientras que la concentracién de salida se expresa asi:

Cantidad
Volumen

x (t)

e P [Ea T

rsx (t)

!
t [ N A—
x()+(T8_rs)t+%

Te * Ce

la cual corresponde a una EDO de primer orden. Gréficamente, se suele emplear un esquema ilustrativo
del problema como el siguiente:
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Ejemplo 39 Un tanque contiene, inicialmente, 10l de agua en la cual hay disueltos 2kg de sal. Luego,
ingresa una solucion salina con una concentracion de 1.5kg por litro, a razon de 61 por minuto. Asi mismo,
se abre una llave que expulsa agua del tanque a razon de 41 por minuto. Determine la funcion que permite
calcular la cantidad de sal en el tanque en cualquier tiempo t.

Solucién 39 Sea x(t) la cantidad de sal en el tanque en cualquier tiempo t, tenemos que la cantidad que
entra al tanque es:

C, = re-ce
- 6-1,5
= 9

Donde r. y c. representan, respectivamente, la rapidez de entrada y concentracion de entrada. La cantidad
de sal entrante (asi como la saliente) se miden en kg/min. Para la cantidad saliente de sal, tenemos que:

Cy = rg-cg
e
10+ (3—4)t

4x(t)
10—t

= 4

Entonces, la ecuacion diferencial que nos moldea el problema es:

4x(t)
/
t — _
z(®) T
4x(t)
/ _
x'(t) + 0—1 = 9
Con la condicion inicial z(0) = 2. Esta es una ecuacion lineal de primero orden, no homogénea. Tenemos
1
que pu(z) = of Tt — OEO Entonces:
2/ (t) 4x(t) B 9
(10—t)* (10—t  (10—1t)*
x(t
d(ﬁ) _ 9
dt (10— )1

z(t
/d((u)(i)z;)dt :/ 9
dt (10— 1)1

x(t) B dt
(10 —t)* o /(104)4

N———
u=10—t,du=—dt
x(t) B (10 —¢)=3
x(t) B 3
(10—t)4 (10 —1)3 +c
4 3
Z‘(t) = (10—t) (M+C>
z(t) = 3(10—t)+C(10 — t)*
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Entonces x(t) = 3(10 — t) + C(10 — t)*. Como z(0) = 2, entonces:

2 = 3(10-0)+C(10 — 0)*

2 = 30+ 10000C
—-28 = 10000C
-7
2500 ¢
Asi -
=3(10 —t) — —— (10 — t)*
x(t) = 3(10 — t) 2500( 0—1t)

1.8 Reacciones quimicas

La ley de la descomposiciéon de una sustancia establece que la rapidez de descomposicién de una sustancia
radiactiva en un tiempo ¢ es proporcional a la cantidad presente en ese tiempo. Para plantear una ecuacién
diferencial que modele lo anterior, sean:

y (t) la cantidad de sustancia presente en el tiempo ¢
y' (t) su razén de cambio en el tiempo ¢
y (0) la cantidad de sustancia inicial.

De esta manera, tenemos que la ED correspondiente es:

/
y = —ky
con k como constante de descomposicién o desintegracién. Esta ecuacién es separable y su solucién es:

y(t) = CeFt

Ejemplo 40 Suponga que una reaccion quimica se desarrolla con la ley de descomposicion. Si la mitad de
la sustancia A ha sido convertida luego de 10s de iniciada una reaccion. Encontrar el tiempo que toma en

transformarse 1% del total de dicha sustancia.

Solucién 40 Para este problema, no tenemos una cantidad inicial explicita de sustancia, por lo que hacemos
y (0) = yo. Asimismo, tenemos la condicion y(10) = %, esto porque a los 10s se ha desintegrado la mitad de

la sustancia y por tanto, la cantidad presente es la otra mitad. Nos plantean la interrogante de determinar
el tiempo para el cual se ha transformado % del total de la sustancia, lo cual equivale a determinar el
tiempo para el cual la cantidad de sustancia presente es %0 del total, o sea, hallar el valor de t para el cual
y(t) = 21/—8 Para ello, comenzamos hallando y (t). Sabemos ya que:

y(t) =Ce ™

Sabemos ahora que y(0) = yo, entonces si sustituimos en esta ultima ecuacion, concluimos que:

y(0) = Ce*°
¥y = C
Con lo cual:
y(t) = yoe ¥
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Ademds, como y(10) = y—;, cambiando esto en el utimo resultado, nos permite hallar el valor de k :
y(10) = yoe 'O

0 —10k
> = Yoe

6710]()

In <1
2
-1
—1In 1 = k
10 2
1\ 10
In <> = k
2
In2m = k&
De esta manera:
y(t) = yoe ™
1
—tln (2 10)
= Yoc
—t
= yo . 2 10
Ahora, ya que conocemos y (t), procedemos a hallar el valor de t tal que y(t) = 31/—8. Entonces:
Yo
t) = —
y (1) 10
=t Yo
. 10 = _—
Yo -2 10
2T = L
10

U
0~ {10

t = -101 L
= 082 10
t = 10logy’

t = 33.21

. 1 . . . ..
Es decir, que resta 0 del total de la sustancia por convertirse al cabo de 33.21s de iniciada la reaccion.

Otro proceso quimico que se puede modelar mediante una ecuacién diferencial es aquel que describe la
reaccién de varios reactivos (n) para dar lugar a nueva sustancia o producto. Entonces sean:
Ry, Ry, ..., R, los reactivos de un producto P atin no presente
r1,72,...,mn las cantidades iniciales respectivas de dichos reactivos
z (t) la cantidad de P formada al cabo de t minutos.
p = p1+ps+..+p, las partes de P formadas a partir la reacciéon de las partes py, ..., p, de los reactivos
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Entonces, segin un corolario de la "Ley de la accién de las masas" para un sélo producto, y suponiendo
que la reaccién se da en un ambiente con temperatura y presiéon constantes, se establece el problema con
valores en la frontera:

o (1) =k (n - %x(t)) : (TQ - %x(t)) e (rn A (t))
z(to) = o

con k una constante de proporcionalidad. Las condiciones obedecen a que se supone que para algin t,
se asume que se ha formado una cantidad z, de producto P. y que al inicio de la reaccién, atin no se ha
formado ninguna cantidad de P..

Ejemplo 41 P se produce de una reaccion que involucra los reactivos A y B. La formacion requiere 3 gramos
de A por cada 2 gramos de B. Si inicialmente (t =0 horas), estdn presentes 90 gramos de A y 40 gramos
de B, ademdas, se han formado 75 gramos de P en una hora, determine la cantidad z (t) formada de P en
términos del tiempo transcurrido.

Solucién 41 Bajo el esquema anterior, se debe resolver el problema con valores en la frontera:

a' (t) =k (90 — 3“75@)) (40 - 23?5@))

z(0)=0

x(1)="75

Simplificando la ecuacion y resolviendo, tenemos:

6k
2 (t) = —— (150 —x) (100 — z)
25
e = %y
(150 — 2) (100 —z) 25
-1 1 6k
de = —dt
(50(150x) + 50(100x)> “ 2
Fracciones Parciales
1 1 6kt
%ln(lf)Ofx)f%ln(lOOfx) = §+C
1
150 — z\ %0 6kt
1 = —
" (100 - x) 2% ¢
150 — 2\ % 6kt
- = 25
(100 - z) Ce
150 —x 19kt
-z
Ahora como = (0) =0, entonces:
150 -0
w—o ~ ¢
3
5 = C

De donde:
150 —2 3 1om

100 — 2 2
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Y como z (1) = 75, entonces:

150 =75 _ 3 1
100-75 2
3
3 = 5612145
9 — 2k
In(2) = 12k
1
In (2 12> = k
Por lo tanto:
150 — x 3 121n(2ﬁ)t
= —e
100 — =z 2
150-—¢ _ 3
100 — x 2
Haciendo un pequeno despeje, se concluye que:
2t —1
 (t) = 150
Pot _q
2

Note que Jim (t) =100

1.9 Ley de enfriamiento de Newton

La ley de enfriamiento de Newton establece que el ritmo de cambio de la temperatura de un cuerpo respecto
al tiempo t, es proporcional a la diferencia de la temperatura del cuerpo y el medio circundante. Es decir,
si denotamos por T (t) como la temperatura del cuerpo en cualquier instante ¢, 77 (t) como su ritmo de
cambio y T, como la temperatura (constante) del medio en el que se halla el cuerpo y T, la temperatura
inicial del cuerpo, entonces el problema de valor inicial que describe esta ley es:

dr
= kdt
T-T,
n(T-T,) = kt+C
T-T, = Ce
T = Ce'+T,

Al hacer uso de la condicién inicial, obtenemos que k = Ty — T,,,, de donde:

T= (TO - Tm,) ekt + Rn
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Ejemplo 42 Un objeto se enfria de 100°C a 60°C en 20 minutos al mantenerse en un medio cuya temperatura
se mantiene a 20°C. Hallar la temperatura del cuerpo en cualquier tiempo t, asi como el tiempo que debe
transcurrir para que el cuerpo tenga una temperatura de 30°C.

Solucién 42 Por la ley de enfriamiento de Newton, tenemos que:
T(t) = (Tp — Tpn)e + Ty,
Para este problema en concreto, tenemos que Ty = 100 y T, = 20. Asi:

T(t) = (TO - Tln)ekt + Tm~

(100 — 20)e* 420

= 80eM 420
En t =20, tenemos que T(20) = 60
T(20) = 80e** +20
60 = 80e2%% +20
40 = 80e*F

20k

1
2
1

t
1

t
-, n % . 1 20 . .
Asi, tenemos finalmente que T(t) = 80¢' (2) + 20, es decir T(t) = 80 <2> +20. Para determinar el tiempo

para el cual la temperatura es de 30°C, hacemos:

30 = 80(

10—801
- 2

| =
Il
7 N
N
~
8l

1
= t
log§ = o=
1= 50
1
20log = t
2
60 = ¢t
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Ejemplo 43 Un termdmetro marca una temperatura de 70°F a la 1 pm y es trasladado a un medio cuya
temperatura de 10°F. Dos minutos después, el termdmetro marca una temperatura de 26°F. Determine la
temperatura del termometro a la 1:05 pm.

Solucién 43 Por la ley de enfriamiento de Newton, nuevamente tenemos que:
T(t) = (TO - Trn)ekt + Trn
Para este problema en concreto, tenemos que Ty =70 y T,, = 10. Asi:

T(t) = (To—Tn)e +T,,.

(70 — 10)eF* + 10

= 60e™ + 10
Ent=2 tenemos que T(2) =26 :
T(2) = 60e%* +10
26 = 60e** +10
16 = 60e**
4 _ 2k
IR
4
In| — = 2k
"(33)
1 4
“nl = -
2 (15) b
1
4 2
In{— = k
(i)
1 t
s tln(i)g . 4 2
Ast, tenemos finalmente que T(t) = 60e" "\15)  +10, es decir T(t) = 60 =) o

Para determinar la temperatura a la 1: 05, hacemos

N
—
ot
=
|
oot

4
60 | — 10
()"

= 122

Note ademds que Jim T'(¢) = 10 ya que a® - 0 cuando t — 0o y 0 < a < 1. Esto significa que conforme el
tiempo transcurra, la temperatura del termémetro serd siendo més préxima a la del medio
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CONCLUSIONES

La propuesta de virtualizacion del curso MA-1005 Ecuaciones Diferenciales para
Ingenieria de la Universidad de Costa Rica (UCR) abre un portillo para el paso a la
oferta y apertura de cursos virtuales (a nivel de pregrado y grado) a nivel de toda la
Escuela de Matematica y hasta la misma universidad, los cuales al menos pueden
implementarse de forma inicial con poblaciones con caracteristicas particulares (como

la que se utilizo para elaborar esta propuesta).

En una era como la actual, en la que el Internet ha calado muy fuertemente en la
sociedad, la educacion no puede esperar a seguir bajo los mismos esquemas en que
se desarrollé hace varias décadas o incluso, siglos atras. Lo anterior aplica para el caso
particular de la ensefianza de la Matematica y es por ello que ésta debe incorporar una
serie de aportes que el Internet le ofrece para que su evolucion. Los entornos virtuales
son uno de estos recursos y sin duda, con el aprovechamiento de las potenciales que
ofrecen, es posible llevar a cabo procesos de ensefianza y aprendizaje con las mismas
posibilidades para todos los involucrados y apelando a la asincronia, junto con la

coincidencia en lugar, como ventajas para el desarrollo de estos procesos.

En el caso particular de este trabajo, con el planteamiento de actividades evaluativas
obligatorias y de caracter formativo, se permite tener un mayor seguimiento del
estudiante, tanto en el cumplimiento de las mismas, como en los objetivos que dichas
actividades persiguen. Esta evaluacion contrasta con el caracter sumativo que tiene
actual evaluacion del curso presencial (resumida en 3 examenes parciales). Asimismo,
la obligatoriedad de las actividades junto con los plazos limitados para su cumplimiento,
implican un mayor compromiso de parte del estudiante en lo que respecta a llevar el

curso al ritmo con el que éste avanza.

Por otra parte, el empleo de clases virtuales mediante la herramienta “Pagina” de la
plataforma Moodle, permite al estudiante tener una vision mas amplia y simple de los
contenidos tratados en los Modulos, las cuales al estar acompafiadas de herramientas
audiovisuales como las imagenes, las presentaciones o los videos, le dan un matiz mas

dinamico, llamativo y hasta interesante, situacion que suele no ser la tonica en la



modalidad presencial y que, para el caso de los estudiantes a quienes se dirige la
propuesta podria llegar a dar una dosis de motivacion, al enfrentar los mismos
contenidos que ya abarcé en al menos 2 oportunidades anteriores, de una forma

distinta.

Por dltimo, se espera que la puesta en practica de esta propuesta vaya a tener una
valoracion positiva por parte de las autoridades de la Sede Interuniversitaria de
Alajuela, asi como de la Escuela de Matematica de la UCR y valoren la experiencia
para en un futuro medianamente cercano, de virtualizar algunos de sus cursos de

servicio para casos con poblaciones en particular o bien, para la poblacion en general.



